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Ch.8 Fonctions convexes

1 NOTIONS DE CONVEXITE, DE CONCAVITE
1.1  Introduction

Considérons une fonction f croissante sur [a ; b], on sait que sa courbe représentative € « monte », mais on ne
sait pas exactement de quelle maniére.
Par exemple, € peut avoir 'une des trois allures suivantes :
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La notion de convexité que nous allons introduire permet de préciser l'allure de la courbe.
1.2 afiniti : I i

Une fonction dérivable sur un intervalle | est dite convexe sur cet intervalle | si sa courbe représentative est
entierement située au-dessus de chacune de ses tangentes.

La courbe représentative d'une fonction convexe a I'allure représentée ci- 4
contre.

Une fonction dérivable sur un intervalle | est dite concave sur cet intervalle | si sa courbe représentative est
entieérement située au-dessous de chacune de ses tangentes.

La courbe représentative d'une fonction concave a l'allure représentée ci- v}
contre.

f est une fonction dérivable sur un intervalle I.

o fest convexe sur I si sa courbe représentative est située au-dessus de chacune de ses tangentes.

o fest concave sur | si sa courbe représentative est située en dessous de chacune de ses tangentes.

e Un point d'inflexion de la courbe représentative de f est un point ol la courbe traverse sa tangente.

1) Les courbes €, eg et eﬁ-dessous sont les courbes représentatives de trois fonctions f, g et h définies sur

I = [-1; 3]. Pour chacune de ces courbes, dites si elle semble convexe sur |, concave sur |, ou ni convexe, ni concave
sur l.

2) Dans ce dernier cas, indiquez les intervalles ou la courbe semble convexe ou concave et donnez une valeur
approchée des coordonnées du ou des points d'inflexion.
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> Méthode > Solution

Une remarque générale : dans ce type

d'exercice, les réponses sont données avec la

perception permise par le graphique.

1) Il s'agit de savoir comment est située la 2 1) « Lafonction f est convexe sur | car € est située au-
courbe par rapport aux tangentes en

) dessus de chacune de ses tangentes.
chacun de ses points.

e La fonction g est concave sur | car Cg est située au-

dessous de chacune de ses tangentes.

e La fonction h n'est ni convexe ni concave sur |, en effet
en certains points, A par exemple, la courbe est située
au-dessus de la tangente, en d'autres points, B par
exemple, elle est située en dessous.

2) Il est commode de repérer les points = 2) D'aprés le graphique, il y a un seul point ou la courbe ¢,
d'inflexion, c'est-a-dire les points ou la
courbe traverse la tangente, pour 1
déterminer les intervalles sur lesquels la sensiblement égale a = .

. 2
fonction est convexe ou concave. )
La fonction h est concave sur [-1 ; o] et convexe sur [a ; 3].

traverse la tangente, c'est le point C dont I'abscisse o est

I=[-3;5] ya
Indiquez pour la courbe, si la fonction correspondante est convexe sur I,
concave sur |, ni convexe ni concave sur I.

Dans ce dernier cas indiquez le ou les points d'inflexion et les intervalles sur
lesquels f est convexe ou concave.

y X

w4-=

f est concave sur [-3 ; 1] et convexe sur [1 ; 5], donc f est | ni convexe ni concave sur I|.

Le point d'abscisse est un point d'inflexion.

XEC e 11 srelefs<
I=[-2;25] yi
Indiquez pour la courbe, si la fonction correspondante est convexe sur I,
concave sur |, ni convexe ni concave sur |.

Dans ce dernier cas indiquez le ou les points d'inflexion et les intervalles sur
lesquels f est convexe ou concave.

f est sur [-2; 2,5].
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A 1 )rele

Indiquez pour la courbe, si la fonction correspondante est convexe sur |, y4
concave sur |, ni convexe ni concave sur .
Dans ce dernier cas indiquez le ou les points d'inflexion et les intervalles sur
lesquels f est convexe ou concave. {4
I=[5;6] 11
-5-4-3-2-1 123456
o o,y x
¢ gl : : g
\/ 2 I '
{-3 !
f est convexe sur [-5 ; —1] et sur [3 ; 6] et elle est concave sur [-1 ; 3], donc f est | ni convexe ni concave sur I|.
Les points d'abscisses respectives sont des points d'inflexion.
2 CONVEXITE ET FONCTIONS DE REFERENCE
2.1  Fonction X .- x?
La fonction x —— x? est convexe sur IR. vt
Sa courbe représentative est située au-dessus de chacune de ses tangentes.
T
1 —----t
T T O ; T x>

2.2 Fonction X .—\/x

. A
La fonction X — \/;< est concave sur ]0 ; +oof. y
Sa courbe représentative est située au-dessous de chacune de ses tangentes.

2.3 Fonction X .. €*

. A
La fonction X —— €* est convexe sur IR. y
Sa courbe représentative est située au-dessus de chacune de ses tangentes.
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La fonction X — In x est concave sur ]0 ; +oo].
Sa courbe représentative est située au-dessous de chacune de ses tangentes.

3 PROPRIETES DES FONCTIONS CONVEXES
3.1 Convexité et extremum

Si f est une fonction convexe et dérivable sur un intervalle | et si pour un réel c de I, f* (c) = 0, alors f admet un
minimum absolu sur | en c.

Démonstration :
Sif'(c) =0, la tangente d a la courbe représentative de f au point y4
d'abscisse ¢ est paralléle a I'axe des abscisses.

Or f est convexe sur |, donc sa courbe représentative est située au-
dessus de la droite d d'équation y = f (c).

Ceci signifie que, pour tout réel x de |, f (x) > f (c).

Cedi signifie que f admet un minimum absolu en c.

Si f est une fonction concave et dérivable sur un intervalle | et si pour un réel ¢ de I, f (c) = 0 alors f admet un
maximum absolu sur | en c.

Démonstration :
La démonstration est analogue a celle du théoréme précédent.

3.2 Convexité et opérations

o Sif et g sont deux fonctions dérivables et convexes sur un intervalle I, alors f + g est une fonction
convexe sur |.

o Sif est une fonction dérivable et convexe sur un intervalle | et k un réel strictement positif, alors kf est
une fonction convexe sur |.

o Sifetgsont deux fonctions dérivables et concaves sur un intervalle |, alors f + g est une fonction
concave sur |.

o Sif est une fonction dérivable et concave sur un intervalle | et k un réel strictement positif, alors kf est
une fonction concave sur |.

THEOREME 5
e Sif est une fonction dérivable et convexe sur un intervalle 1, alors (—f ) est concave sur 1.
e Sif est une fonction dérivable et concave sur un intervalle |, alors (—f ) est convexe sur I.

4 CONVEXITE DE f ET SENS DE VARIATION DE f
4.1 Une conjecture

« Fonction fx —— X2.
f'(x) = 2x ; f est convexe sur R et on peut remarquer que sa dérivée est croissante sur IR.
e Fonctiong:x — \/;(
g (x)= # ; g est concave sur ]0 ; +oo[ et on peut remarquer que sa dérivée est décroissante sur ]0 ; +oo[.
X
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o Plus généralement, il semble que lorsque la fonction f est convexe sur vt
I, sa dérivée est croissante sur . PO S | b
Le coefficient directeur des tangentes au point P(c ; f (c)) croit quand ;
C croit. ;
S -
ey prossreg i E E
0 c c cl3 x
« Il semble également que lorsque la fonction f est concave sur |, sa yt
dérivée f' est décroissante sur .
Le coefficient directeur des tangentes au point P(c ; f (c)) décroit fc)
quand c croit. L - ,
fle)f e f
8 | bosesmaconend § \
0 ¢, c, ¢, X
4.2 Lien entre convexité et sens de variation de la dérivée

THEOREME 6

f est une fonction dérivable sur un intervalle I. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
o festconvexesurl ; o f'estcroissante sur I.

THEOREME 7

f est une fonction dérivable sur un intervalle I. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
o festconcavesurl; e f'est décroissante sur I.

Remarque :
| Conformément au programme ces deux théorémes sont admis.

4.3 Utilisation de la dérivée seconde

THEOREME 8

f est une fonction définie sur ]a ; b[, si la dérivée seconde f " existe sur ]a ; b[ alors :
e Si, pour tout réel x de Ja ; b[, " (x) > 0 alors f est convexe sur ]a ; b[.

e Si, pour tout réel x de Ja ; b[, " (x) <0 alors f est concave sur ]a ; b|[.

Démonstration :
1) On sait que, si la dérivée g' d'une fonction g est positive sur ]a ; b[ alors g est croissante sur ]Ja ; b|[.
Appliquons cette propriété dans le casou g =f", alors g' =f".
Donc si pour tout réel x de Ja; b[, " (x) > 0, f ' est croissante sur ]a ; b[ donc d'aprés le théoréme 6, f
est convexe sur ]a ; bl.
2) La démonstration est analogue, on utilise cette fois le théoréme 7 et la propriété suivante : si la dérivée ¢'
d'une fonction g est négative sur ]a ; b[ alors g est décroissante sur ]Ja ; b|.

Remarque :
| Ce théoréme est vrai si a = —0 ou b = +o,
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5 POINT D'INFLEXION
5.1 Définition
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Un point d'inflexion d'une courbe est un point ou la courbe
traverse la tangente.

T est la tangente a € au point A.

A est un point d'inflexion.

Exemple :

Fonction x —— X5. v
L'origine O du repere est un point d'inflexion de la courbe représentative de la

fonction f: x —— x3.

En effet f ' (x) = 3x? donc f* (0) = 0, donc la tangente a la courbe au point O

est I'axe des abscisses.

La courbe traverse la tangente en O donc O est un point d'inflexion.

f est une fonction définie sur Ja ; b[ et telle que f " existe sur ]a ; bl[.
Si f '* s'annule en ¢ en changeant de signe, le point A(c ; f (c)) est un point d'inflexion de la courbe
représentative de f.
L'idée de la démonstration :
D'apres le théoréme 8, la fonction f est concave d'un coté du point A et convexe de I'autre coté.
On congoit alors que la courbe traverse sa tangente au point d’abscisse c.

Mise en garde.
La condition f " (c) = 0 n'implique pas en général que le point A(C ; f (c)) est un point d'inflexion. C'est vrai si
en plus f " change de signe en A.

Exemple.

Soit f la fonction définie sur R par f (x) = x* et dont la courbe y4
représentative est tracée ci-contre. y=xt
fr(x)=4x3etf" (x)=12x%> donc f" (0) =0, or le point O(0 ; 0) n'est pas
un point d'inflexion.

o
>(V

H. Rorthais (Lycée Polyvalent du Sacré Ceur a Nantes) http://www.sacrecoeur.nantes.e-lyco. fr]



le

T°° ES - programme 2012 -mathématiques - ch.8 - cahier éleve Page 7 sur 14

6 POSITION RELATIVE DES COURBES REPRESENTATIVES DES FONCTIONS X .. €%,

X e ln X, X — X

4

C, est la courbe représentative de la fonction exponentielle.
C, est la courbe représentative de la fonction logarithme
népérien.

d est la droite d'équation y = x.

Alors C, et C, sont situées de part et d'autre de d.

A
€

C, est au-dessus de d et C, est au-dessous de d. 41,/
d

Démonstration :

On sait que exp' (x) = exp(x), d'ou pour x = 0, exp' (0) = 1, donc la tangente T, a la courbe représentative de
la fonction exp au point A(O ; 1) a pour coefficient directeur 1.

A : 1 . . . .
De méme on sait que In' (x) = X d'ol pour x =1, In" (1) = 1, donc la tangente T, a la courbe représentative
de la fonction In au point B(1 ; 0) a pour coefficient directeur 1.
Or la fonction exponentielle est convexe sur R donc sa courbe représentative est située au-dessus de T,.

De méme la fonction logarithme népérien est concave sur ]0 ; +oo[ donc sa courbe représentative est située
au-dessous de T, .

Or T, et T, sont paralléles a la droite d et situées de part et d'autre de d d'ou le résultat.

0
N0 DA€ 4

On pose f (x) = x* — 24x? + 5 pour x € IR.

1) Etudiez les variations de la fonction dérivée f '.

2) a) Quels sont les intervalles ou la fonction f est convexe ? Concave ?
b) Précisez les coordonnées des points d'inflexion éventuels.

1) f'(x) = 4x% —48x.

f"(x) = 123{; 48 = 1‘2(x2 —4) =12(x - 2)(x + 2).
X —oo -2 2 + oo

' f’* + 0 - 0 + .
f / \A /

2) f est convexe sur et sur |[2, +oof|, f est concave sur |[-2, 2]|.

3) Deux points d'inflexion : Al (-2, —75)| et B[(2, -75)].

On pose f (x) =2 In x + x? pour X € ]0 ; +oo].

1) Etudiez les variations de la fonction dérivée f '.

2) a) Quels sont les intervalles ou la fonction f est convexe ? Concave ?
b) Précisez les coordonnées des points d'inflexion éventuels.

oy =9 Loy =2
1) f (x)—2><X+ZX—X+2x.

— _ . 2 2 _
fr (x)=2XX_g+2:X_§+2:2( i;x):z(xx2 1) _2(x 1)22(x+1).
X 0 1 +co
8 - o0 ¢

2) a) fest convexe sur et concave sur .
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b) Un point d'inflexion : A[(1, 1)|.

A < < l . » . ._ < -
f est une fonction deux fois dérivable sur [0 ; 6]. On connait la courbe
représentative de la fonction f " tracée ci-contre.
1) Donnez, en justifiant votre réponse, le tableau de variation de la fonction
dérivée f'.
2) Indiquez, en justifiant votre réponse, les intervalles ou la fonction f est
convexe ou concave.
3) Précisez les abscisses des points d'inflexion éventuels.

1) X 0 1 4 6

- f(x) + 0 - 0 + ;

f'(x) / T /

2) f ' est croissante sur [0 ; 1] et sur [4 ; 6], donc f est convexe sur | [0, 1]| et sur|[4, 6]].
f' est décroissante sur [1 ; 4] donc f est concave sur |[1, 4]|.

3) f" s'annule en changeant de signe pour x = 1 et x = 4, donc les points d'abscisses respectives sont deux
oints d'inflexion.

XE P N NACIE /]

f est une fonction dérivable sur [0 ; 6] qui vérifie f (2) = 5. On connait la *y
courbe représentative de la fonction f ', tracée ci-contre. 31 ;
1) Indiquez en justifiant votre réponse les intervalles ol la fonction f est 2
convexe ou concave. '
2) Précisez les coordonnées des points d'inflexion éventuels. & 5> 3 ‘X
3) Donnez l'allure d'une courbe possible pour f. 0 'i\‘_/4 T &
=17

1) f'est décroissante sur [0 ; 2] donc f est concave sur | [0, 2]|.

f ' est croissante sur [2 ; 6] donc f est convexe sur [[2, 6]|.

2) Sur[0; 2] f' est décroissante, donc f " est négative.
Sur [2 ; 6] f' est croissante, donc f " est positive.
La courbe €. admet au point A(2 ; —1) une tangente paralléle a I'axe des abscisses, donc f " (2) = 0.

f" s'annule en 2 en changeant de signe, donc le point B| (2, 5)| est un point d'inflexion.
Dxlo 124 o v
f(x) ] + 0 - 1

0 +
T ~5a 1% %%
e Au poith(Z ; 5) la courbe admet uné tangente T, de

coefficient directeur f' (2) =1 ; f est concave sur ]0 ; 2[ et
convexe sur [2 ; 6[ et B est un point d'inflexion donc €, est

au-dessous de T, sur ]0 ; 2[ et au-dessus sur ]2 ; 6. T,
 La courbe €, admet des tangentes paralleles a (x' Ox) aux 4
points d'abscisses respectives 1 et 4 ; onlesnote T, et T,.
e Au point d'abscisse O la courbe admet une tangente T de N

coefficient directeur 3. De méme au point d'abscisse 6
(tangente T). 1

H. Rorthais (Lycée Polyvalent du Sacré Ceur a Nantes) http://www.sacrecoeur.nantes.e-lyco. fr]




T'* ES - programme 2012 -mathématiques - ch.8 - cahier éléve

Page 9 sur 14

o< 4

REC E 1
On a tracé ci- contre a I aide d'une calculatrice la courbe de la fonction f définie sur
2

[-1;1] parf(x)—ex—§+2x &
1)

La courbe obtenue permet-elle d'émettre des conjectures précises sur la convexité
ou la concavité de f ?
a) Etudiez les variations de la fonction dérivée de f'.
b) Quels sont les intervalles ou la fonction f est convexe ? Concave ?
c) Précisez les coordonnées des points d'inflexion éventuels.
Le tracé est trop imprécis pour permettre des conjectures précises.
a) f'X)=e—x+2.
f'"(x)=¢e"-
D'ol le tableau :

X -1

f* (x) -
0 |2 L \

f'(x) o /

b) fest donc convexe sur et concave sur m

c) Le point | (0 , —2)| est un point d'inflexion.

2)

1)

o
=

f est une fonction dérivable sur un intervalle I.
e Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
f est convexe sur < f ' est croissante sur |.
e Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
f est concave sur | < f ' est décroissante sur I.

—6x2+3x+ 1, pour x € R.

Etudiez les variations de la fonction dérivée f'.

a) Quels sont les intervalles ou la fonction f est convexe ? Concave ?
b) Précisez les coordonnées des points d'inflexion éventuels.

On pose f (x) = x3
1)
2)

3) A l'aide de votre calculatrice, vérifiez que les résultats précédents sont cohérents avec I'allure de la courbe
représentative de f.
> Méthode > Solution
1) Pour étudier les variations d'une 2 1) f(X)=x3—6x°+3x+1.
fonction f ', on étudie le signe de sa f'(x)=—-12x + 3.
dérivée, c'est-a-dire ici le signe de " (x) = 6x — 12.
fr. D'ou le signe de f " et le sens de variation de f'.
X — o0 2 + oo
f"(x) - 0 +
‘ foi “‘Hhﬂ“‘ﬁh. 9 J’ﬂ,’f,#JV
2) a) Il suffit dutiliser les théorémes 2 2) a) f' est décroissante sur ]-<0 ; 2[, donc f est concave sur ]~ ; 2.
6 et 7 pages 128-129. f ' est croissante sur ]2 ; +oo[, donc f est convexe sur ]2 ; +oo|.
b) On utilise la dérivée seconde > b) La fonction f " s'annule en 2, en changeant de signe. Donc la
pour trouver les points courbe admet un point d'inflexion au point d'abscisse 2, c'est-a-
d'inflexion. dire au point A(2 ; -9).
3) On programme la fonction sur la = 3) La courbe obtenue sur la calculatrice a I'allure ci-dessous pour —2 < X

calculatrice. Les coordonnées du
point d'inflexion sont (2 ; —9). On
choisit la fenétre de sorte que le
point A soit visible sur 'écran.

<5et-20<y<3.
On peut vérifier que la courbe admet un point d'inflexion au point A
d'abscisse sensiblement égale a 2.

iz |

E
k = P A 2 A 4
i
1
|

pr—
|
i
|
|
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o

f est une fonction dérivable et concave sur IR. Sa tangente au point d'abscisse —1 a pour équation y = 2x + 1.
Justifiez les inégalités suivantes :
1) f(0)<1. 2) f(-2)<0.
1) La courbe représentative de f est au-dessous de toutes ses tangentes sur R

Donc, pour tout réel x, on a f (x) < 2x + 1.

En particulier f (0) <2 x 0 + 1, soit f (0) < 1.
2) De méme f (-2) <2 x (-2) + 1, soit f (-2) < 0.

H (o]

f est une fonction dérivable et convexe sur IR. Sa tangente au point d'abscisse 1 a pour équation y = -2x + 1.
Les inégalités suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1) f(0)>0. 2) f(3)<-5. 3) f(-2)>5.
1) La courbe représentative de f est au-dessus de toutes ses tangentes, donc, pour tout réel x, f (x) >-2x + 1.

En particulier f (0) > -2 x 0 + 1, donc f (0) > 0 est .
2) De méme f (3) > -2 x 3+ 1, donc f (3) <5 est | fausse].

3) Etaussif(-2)>-2x(-2)+1, donc f(-2)>5 est .
Exercice n°41 page 139

Cet exercice de cette rubrique ne nécessite pas de calculatrice.
On note f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par :

f(x)=%ex—\/;<.

. . . 1
a) Expliquez pourquoi les fonctions x — 4 gfetx — f\/;< sont convexes sur ]0 ; +oo].

b) Déduisez-en que f est convexe sur ]0 ; +ool.
2) a) Calculez f' (x).
b) Montrez que f est strictement croissante sur [1 ; 3].

1)

3) On sait que la courbe représentative de f sur [1 ; 3] est , 3 '
I'une des trois courbes ci-contre. Laquelle est la courbe 5 ;
représentative de f ? Justifiez votre réponse. 2 ! ;

' 1 : '
1 E 1 E 1 5
o 7 2 3 o 2 3 @Ol 2 3
1) a)

e (X — e*) est convexe sur [1; 3], donc (x — % ex) est convexe sur [1; 3].

e X — \/3( est concave sur [1 ; 3], donc x — —\/?( est convexe sur [1; 3].
b) f estla somme de deux fonctions convexes sur [1 ; 3].
Elle est convexe sur [1 ; 3].
2) 1 1
a) f'X)=|>e——+.

b) f est convexe sur [1; 3], donc f' est croissante sur [1; 3] ;

f'()= % e —% >0, doncf'(x)>0sur[l;3]etf est strictement croissante sur [1 ; 3].

3) Seulela courbe correspond a une fonction convexe.
Exercice n°42 page 139
Cet exercice de cette rubrique ne nécessite pas de calculatrice.
On note f la fonction définie sur ]O ; +oo[ par :

f(x)=6 Inx—%ex.

1) Montrez que f est concave sur ]0 ; +oof.

' On pourra utiliser les propriétés relatives aux opérations sur les fonctions concaves.
2) Montrez que f est croissante sur [1 ; 2].
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3) Parmi les trois courbes ci-contre, laquelle est la courbe
représentative de f sur [1; 2] ?

e m— - - - -

) NS
o
N

o ' 2 0 7
1) (X — Inx) est concave sur ]0 ; +oo[, donc (x — 6 In X) aussi.

-1
(x — €*) est convexe sur ]0 ; +oo[, donc (x —3 ex) est concave sur 0 ; + oof.

f est la somme de ces deux fonctions concaves, donc elle est concave.
2) fest concave sur [1; 2], donc f ' est décroissante sur [1 ; 2].

' - § l X ' - _l 2
f (x)—X—8e etf'(2)=3 g® > 0.
Pourx e [1;2],f"(x)>f"'(2), doncf"'(x) >0 et f est strictement croissante sur [1; 2].
3) Seule la courbe correspond a une fonction concave.

Exercice n°44 page 139

Cet exercice de cette rubrique ne nécessite pas de calculatrice.

f est une fonction convexe sur IR.

Montrez que la fonction g, définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = f (X) — In X, est convexe sur son ensemble de définition.
e fest convexe sur ]0 ; +oo].

e (X — Inx) est concave sur ]0 ; +oo[, donc (X — —In X) est convexe sur ]0 ; +oo[.

g est la somme de ces deux fonctions convexes, elle est convexe sur ]0 ; +oo.
Exercice n°50 page 139

Cet exercice de cette rubrique ne nécessite pas de calculatrice.

f est la fonction définie sur IR par f (x) = e*.

1) Donnez une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse 4.
2) Déduisez-en que pour tout réel x, e > (x — 3)e*.

1) La tangente a la courbe au point d’abscisse 4 a pour équation : y = e*(x — 4) + €%, soit |y = e*(x — 3)|.

2) On sait que (x — &) est convexe sur IR, sa courbe est au-dessus de toutes ses tangentes, donc e* > e*(x — 3).
Exercice n°51 page 140

Cet exercice de cette rubrique ne nécessite pas de calculatrice.

f est la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par f (X) = In x.

1) Donnez une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse e.

A . X
2) Déduisez-en que pour tout réel x, In x < o

1) La tangente a la courbe représentative de f au point dabscisse e a pour équation : y = % (x—e)+ 1, soity =§ .

2) La fonction In est concave sur ]0 ; +oo[, donc sa courbe est au-dessous de toutes ses tangentes et In x < g .
Exercice n°53 page 140
Cet exercice de cette rubrique ne nécessite pas de calculatrice.

f est la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f (X) = \/X.
1) Donnez une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse 4.

2) Déduisez-en sans calculatrice que \/3 <2,25.

1) La tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse 4 a pour équation y = % (x—4) +2, soit|y = % X+1].

2) La fonction (x — \/;() est concave sur ]0 ; +oo[, donc sa courbe représentative est au-dessous de toutes ses
tangentes.

Ona :\/§<s%x+1, d’oU\/E_SS%x5+1, soit /5 < 2,25,

Exercice n°55 page 140

Cet exercice de cette rubrique ne nécessite pas de calculatrice.

f est la fonction définie sur IR par f (x) = x2.

1) Donnez une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse 10.

2) Déduisez-en sans calculatrice que (10,1)% > 102.

1) La tangente a la courbe représentative € de f au point d'abscisse 10 a pour équation : y = 20(x — 10) + 100, soit
y = 20x — 100.
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2) La fonction (x — x?) est convexe sur IR, donc C, est au-dessus de toutes ses tangentes.
Donc x? > 20x — 100 et (10,1)? > 202 — 100.
Exercice n°59 page 140 Position relative des courbes représentatives des fonctions

X — X @t X —\[X
Cet exercice de cette rubrique ne nécessite pas de calculatrice.
1) Donnez I'égquation réduite de la tangente a la courbe représentative de la fonction exponentielle au point d'abscisse 0.

2) Donnez I'équation réduite de la tangente a la courbe représentative de la fonction racine carrée au point d'abscisse 7

3) En utilisant les résultats précédents, justifiez que sur l'intervalle [0 ; +oo[ la courbe représentative de la fonction
exponentielle est au-dessus de celle de la fonction racine.
1) L'équation réduite de la tangente a la courbe représentative de la fonction exponentielle au point d’abscisse 0 est

y=x+1|.

. . . . , . . . .1 1
2) L'équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction racine au point d‘abscisse 2 est|y=x+ al

3) e« La fonction exponentielle est convexe, donc sa courbe représentative est au-dessus de toutes ses tangentes,
donce*>x+ 1 sur R.
e La fonction racine est concave sur ]0 ; +oo[, donc sa courbe représentative est au-dessous de toutes ses

1
tangentes, donc /X < x + 7

Sur]O;+oo[,ona\/;(£x+%£x+1£exete°>\/6.

Par conséquent, la courbe représentative de la fonction racine est au-dessous de la courbe représentative de
I'exponentielle.

Exercice n°71 page 142
f définie sur R par f (X) = 4x? — 16x + 15.
Calculez f" (x) et déduisez-en les intervalles ou f est convexe ou concave et les points d'inflexion éventuels.

f'(x)=8x—16; £ x) =[8]. fx() — bl
" X +

f est [convexe sur R]. f convexe

Exercice n°73 page 142

f définie sur R par f (x) = X3 + 3x% + 7x + 1.
Calculez " () et déduisez-en les intervalles ol f est convexe ou concave et les points d'inflexion éventuels.

fr()=3@+6x+7; f"(x)=[6x+6l.

f est | concave sur - , —1[| et X | =© -1 +oo
" ) - 0 ¥

| convexe sur }-1, +oof|. f concave | convexe

Il'y a un point d'inflexion, le point | A(-1, —4)|.

Exercice n°76 page 142

f définie sur par f (x) = x* — 12x® + 6x% + 4.
Calculez " () et déduisez-en les intervalles ou f est convexe ou concave et les points d'inflexion éventuels.

fr(x) = 43— 36x2 + 12X ; £ (x) = [12x% — 72x + 12| = 12(x2 — 6x + 1).

Etudions le polynéme x2 —6x+1:onaA=36-4=32,ilya deux racines : 6_—24\2 =3-2/2et 6+42 =3+2/2.

2
X |- 3-2\/2 3+ 242 +00
' (%) + 0 0 +

f convexe | concave | convexe

f est | convexe sur -, 3 — 2\/5[ et sur]3 + 2\/5 , +oo[|. fest | concave sur ]3 — 2\/5 , 3+ 2\/5 [|.

Il'y a deux points d'inflexion d’abscisses respectives | (3- 2\/5) et (3+ 2\/§)|
Exercice n°78 page 142

f définie sur par f (x) = xe* + x — 1.
Calculez " (x) et déduisez-en les intervalles ou f est convexe ou concave et les points d'inflexion éventuels.
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fr(x)=¢e+xe*+1.
£ (x) = €+ e+ xe¥ = [eX (x + 2)|.

f est | concave sur -0 , —2[| et f (x) - 0 +
f concave | convexe

|convexe sur -2, +oo[|.
Il'y a un point d'inflexion d’abscisse .
Exercice n°84 page 142

f définie sur R par f (x) = x* — 6x°.

Etudiez les variations de la fonction f et calculez f "' ; déduisez-en les intervalles ot f est convexe ou concave et les points
d'inflexion éventuels.

f'(x) = 4x3 — 12x = 4x(x? — 3).

f est | décroissante sur ], /3[ et sur 10, \/§[| et f est | croissante sur ]+/3 , O[ et sur [\/3 , + oo[|.
" (x) = =120 — 1) = 12(x — 1)(x + 1).

f est | convexe sur J-oo, —1[ et sur J1 , +oof| et f est | concave sur -1 , 1[|.

Deux points d'inflexion d'abscisses respectives .

Exercice n°86 page 142
f définie sur IR par f (x) = X;—Zl .

Etudiez les variations de la fonction f et calculez f " ; déduisez-en les intervalles oui f est convexe ou concave et les points
d'inflexion éventuels.
f,(x)_l><x2—2x(X—1)_x2—2x2+2x_—x2+2x_x(—x+2)_—x+2
(XZ)Z X4 X4 X4 X3 '
f est | croissante sur 10, 2[| et | décroissante sur ], O[ et ]2, +oof|.

1= (x+2) _xC+33C -6 _ 2 —6x° _ 2X°(x—3) _|2(x—3)
(x3)? x8 x5 x® x|

f est | convexe sur 3, +oo[| et f est | concave sur |-, 0[ et ]O, 3[|.

X DAg 3 Exercice commenté
= Rédigez la solution de cet exercice en vous aidant des conseils.
On note f la fonction définie sur [1 ; 4] par : o Analyser I'énoncé

f(x) = 24/x - % &t — On reconnait les fonctions de

référence X — /X et x — €%,

£ (x) =

1) Montrez que f est une fonction concave sur [1 ; 4].

2) a) Calculez f' (x). e Analyser I'énoncé
b) Donnez une valeur approchée de f (1). On se « doute » que I'on devra
3) Déduisez des questions précédentes que f est strictement décroissante démontrer que, pour tout x de [1 ; 4],
sur [1; 4]. f'(x) <0, en utilisant les questions
4) Montrez que I'équation f (x) = 0 posséde une solution unique o sur précédentes.
[1;4]. e Analyser I'énc_mcé -
Donnez une valeur approchée & 102 prés de cette solution. On devra certainement utiliser la
proprieté des valeurs intermédiaires.
1) On utilise le fait que x — /X est concave sur ]0 ; +oo[ donc sur [1 ; 4] ~ Commentaire
et que la fonction x —— e* est convexe sur donc sur [1 ; 4]. En multipliant une fonction convexe par

un nombre négatif, on obtient une
fonction concave (et non pas convexe).

On utilise ensuite les résultats suivants :
- Quand on multiplie une fonction convexe par un nombre négatif,
on obtient une fonction concave.
- La somme de deux fonctions concaves est une fonction concave.
2) b) On vérifie aisément que f ' (1) < 0. Attention !
3) On utilise le fait que f ' est décroissante sur [1 ; 4]. «—  Tlestinutile de déterminer le signe de
4) On utilise la propriété des valeurs intermédiaires sur l'intervalle [1; 4].  f'(X) directement a partir de son écriture.
On obtient une valeur approchée de a. par dichotomie par exemple, ou
en utilisant la fonction TABLE de la calculatrice.
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1) La fonction X — \/?( est concave sur [0 ; +oo[ donc sur [1 ; 4], la fonction x —— €* est convexe sur IR donc la

, -1
fonction X —— > e est concave sur [1; 4].

Par conséquent la fonction f, somme de deux fonctions concaves est concave sur [1 ; 4].

1

2) f'(x)=%—§ex.

b) f'(1)=1 —g ~-1,718.

3) fest concave sur [1; 4] donc f ' est décroissante sur [1; 4]. Or f' (1) <0 donc f' (x) < 0 sur [1; 4]. Par conséquent f

est strictement décroissante sur [1 ; 4].
f est continue sur [1 ; 4] comme somme de fonctions continues. f est strictement décroissante sur [1 ; 4].

e et
f(l)=2- > >
I'équation f (X) = 0 posseéde donc une unique solution o sur [1 ; 4].
A I'aide de la calculatrice, on obt,ient to e [1,63;1,64].
Exercice n°107 page 147 Ftude d’'une fonction
La courbe € ci-contre représente dans un repére orthonormal (O ; T, J) N
une fonction f définie sur IR par : / %
f(x) = (ax + b)e™, ./
ou a et b sont des nombres réels.
La droite A est la tangente a la courbe € au point A d'abscisse 0. Cette
tangente passe par le point B de coordonnées (3 ; 0). /
1) a) Déterminez graphiquement f (0). [
b) Déterminez graphiquement f ' (0). | | |

donc f (1) >0 et f (4) = 4 — = donc f (4) < 0. On peut appliquer la propriété des valeurs intermédiaires :

c) La fonction f semble convexe sur [0 ; 6], en est-il ainsi ? —2/' -1 5 4
Justifiez sans calculs votre réponse. | 1
2) a) Exprimez f' (x) en fonction de a et b. ."
b) A l'aide des résultats des questions 1.a) et 1.b), déterminez a l -2 |
et b.

c) Calculez f" (x).
d) Indiquez l'intervalle de IR sur lequel f est convexe et celui sur lequel f est concave.

e) Justifiez que € possede un point d'inflexion et donnez une équation de la tangente en ce point.
1) a) € passe par le point A(0 ; 3), donc f (0) = .

b) A a pour coefficient directeur -1, donc f' (0) = .
c) € est au-dessous de sa tangente A pour 0 < x < 3 et au-dessus pour 3 < X < 6.

La fonction n’est | ni convexe, ni concave| sur [0 ; 6].

2) a) fr(x)=ae*+ (e (ax+b)=[(ax+a—h)e¥.
b) f(0)=(ax0+b)e®=h, et on a trouvé f (0) = 3, donc [b = 3].
f'(0)=(-ax0+a-3)e®=a—3,etonatrouvé f' (0) =—1, donc [a=2].
c) f(X)=(2x+3)e*etf'(X)=(2x+2-3)e*=(-2x-1)e™*

£ (X) =2+ (-e)(-2x— 1) = (-2 + 2x + 1) * = [(2x— 1) 7.

d) f" est positive sur ] % ; +oo[ et négative sur ]-oo ; 1 [,

donc f est convexe sur |] % , Too[| et f est concave sur | ] ,l [l

e) f" s'annule et change de signe pour x = 1 donc il y a un point d'inflexion d’abscisse % et d'ordonnée

2[
l. — —0,5
f(z)—4e .

f! @) = (—2 X %— l)e‘o'5 =-3e %5, donc la tangente a pour équation y = —3e‘°*5(x - %) + 46705,

soit |y = (—3x + 12—1)e‘°'5 .
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