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Ch.8 : Produit scalaire

Reprodwre Ia f' gure et compléter le texte.
On considere le triangle ABC donné ci-contre.
Les points I, J et K sont définis par :

Al =—AB; Al =-AC; BK=§T.

~4 4
T:...E’+...A_C’;
1K = B +.
K
W =1A"+ AT = AB+
K=1A+AB+BK == AB + A +9W=§m+9(ﬁ+rc)=ﬁm+ AC
4 8 4 8 8

Vrai ou faux ?
ABCD est un carré direct de diagonale AC = 2. Le point J est le milieu du segment D 7 C
[AC] et K le milieu de I'arc de cercle BD de centre A. e
Le triangle BIC est isocéle direct rectangle en I. 0
Onpose AB=U,AD=V, Bl =71, Bl =7]. 3 /
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 7

Le repére (B ; T, j) est un repére orthonormé direct. : \[ o

AK = coc X7 4+ cin X

AK —cos4 u +S|n4v’.

|AK]| = 1. g ¢

(BT, DC) = % 2n).

(3", BC) = g 2n).

Si on pose (BI’, BK) =6, alors BK =BK (cos 6 i +5sin 0 ).

7 =070 =1et (7, ) =%,

L'affirmation est .

Dans le repére (A ; AB, AD), AK a pour coordonnées (cos 7 sin 4) d’ol AK = cos % U +sin % V.
L'affirmation est .

D’aprés le théoréme de Pythagore dans le triangle ABC rectangle en B, on a : AB? + BC? = AC?.
D'oli 2 AB2 = 4 et AB? = 2, d’oli AB =+/2.

|AK]| = | AB]| = AB =+/2.

L'affirmation est .

La mesure principale de (BJ’, DC) est négative.

L'affirmation est .

L'affirmation est | vraie|.

Dans le repére (B ; BI', BJ'), BK a pour coordonnées (BK cos 6 ; BK sin 6).
D'ol : BK =BK cos © BI' + BK sin® BJ'.
L'affirmation est .

e n DAAE 4

Vrai ou faux ?

2
Dans un repére orthonormé (O ; T, j'), on considére les vecteurs u( ) et V(_Z).

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

—

u+ V| ={lalf+ v
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Si A et B sont des points tels que OA = U et AB =V, alors le triangle OAB est rectangle en A.

| =2+ #=y2 =205

L'affirmation est .

U + V a pour coordonnées (g), d'ou ||T + V|| =+/6% + 22 =~[40 = 2\[10.
[Tl + [[7]] = 2v/5 + /4% + (-2)° = 2[5 + /20 = /5.

L'affirmation est .

OA?=||u||?=20; AB? =||V||?=20; OB? = ||u + V||? = 40. i A
Dol OA? + AB2 = OB?, et, d’aprés la réciproque du théoréme de
Pythagore, OAB est rectangle en A. v
S . 3t
L'affirmation est .
AT B
1__
O 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 X

Equation cartésienne d'une droite

Q. C M. Determlner Ia (ou les) bonne(s) réponse(s).

1)

2)

3)

1)

2)

3)

1

La droite (AB) a pour vecteur directeur : y4
a) AB. b) 20I' +307. c) U(T_D. |
_ J 4
La droite (AB) a pour équation cartésienne : _1 //
_ _2 _3 !

a) 3x-2y=2. b) y—3x—1. c) y—2x—1. : /B

Le couple des coordonnées du point B est solution du systeme : ' /’/ X
3 3 T O 7 1 ™
pX-y=1 3X—2y=2 =ox-1 4L \

a) { ’” ), {x—y=y4 ' <) { 2 /A 5
Xxty=4 x+y=4 /1

= 2 N — —_— — P Y
AB (3), dou AB =201 +30J et U=-2 AB.
Les réponses sont bonnes.

(2 , o
AB (3) et (AB) coupe I'axe des ordonnées en —1, donc une équation de (AB) esty = % x— 1.

Cette équation équivaut a : 3x — 2y = 2.

Les réponses | a et c| sont bonnes.

B appartient a (AB) et a (BC), donc les coordonnées de B vérifient les équations de (AB) et (BC).
(BC) a pour coefficient directeur —1 et coupe I'axe des ordonnées en 4, alors (BC) a pour équation y = —x + 4.

Les réponses sont bonnes.
PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS

ivalen

. in

e Si U et V sont deux vecteurs non nuls, tels que U = AB et V = AC, leur produit scalaire est le nombre réel,
noté U.V, défini par :
1) @.V = ||T]| x ||V]|  cos (@, V) = AB x AC x cos BAC. <
. |ABxAH siBAH=0 -
2) U.Vv=AB.AC ={ X s'_ , ou H est le projeté
-AB x AH siBAH ==
orthogonal du point C sur la droite (AB). f |
o SiUouV estle vecteur nul, on définit : U.V = 0. A H B
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Remarques :

e L'équivalence entre les deux définitions résulte du fait que AC x cos BAC vaut soit AH soit ~AH suivant

que l'angle BAC a une mesure comprise entre 0 etg ou entre g et m.

e Avec la deuxiéme définition, le produit scalaire AB.AC se raméne par projection orthogonale au produit
scalaire des deux vecteurs colinéaires AB et AH puisque cos BAH vaut alors 1 ou -1 :
AB.AC = AB.AH.

Le carré scalaire :

Le produit scalaire du vecteur U par lui-méme est appelé carré scalaire de U, noté U?.

Ona U?=1U.U =||u]|? puisque cos (U, ) = 1, ou encore AB? = AB.AB = ABZ,

Exemple :
Dans le triangle équilatéral ABC, en posant AB=a, ona : C
. n_al
ABL.AC = AB x AC x cos BAC =axax cos 3= ; /
SEIGEEI—— _ a_a_-a /%
AK.AC =AK.AH =-AKx AH=—-Z-x—-=—. oAy 4 7NN
2 2 4 K A H B
Exercice n°1 page 259
ABD et BCD sont deux triangles équilatéraux. B
On donne BD = 4. /
Calculer les produits scalaires suivants : A c
a) AB.AD ; c) DB.CD; e) BD.CA.
b) BA.BC ; d) AD.CB;
D
a) m.mzABXADXCOSﬁ\B=4X4X%=.
b) BA.BC =BAXx chcosﬂaﬁ=4x4x’2—1=.
c) W.ﬁZBDxCDxCOS(n%)=4x4X%=.
d) AD.CB = AD.DA = AD? x cos n = |-16].
e) BD.CA =BD x CAx cosgz@.
Exercice n°35 page 273
La figure ci-contre représente : i
— unrectangle ABCD telque: AB=4etBC=3; /\
— un triangle ABF équilatéral ;
— un triangle BCE rectangle et isocele en C.
Le point H est le milieu du segment [AB].
Calculer les produits scalaires suivants : .
a) ABAH; b) BC.BE; c¢) BA.AF; d) BD.CE; e) BE.BA; f) AD.CE. » C '

a) ABAAH=ABxAH=4x2=][g].

b) C est le projeté orthogonal de E sur (BC), donc BC.BE = BC x BC = BC2 = 32 =[9].

c) H est le projeté orthogonal de F sur (AB), donc BA.AF =—AB x AH =4 x 2 =[-8].

d) C est le projeté orthogonal de B sur (CE), donc BD.CE =-CD x CE=-4x 3 = :

e) C est le projeté orthogonal de B sur (CE), donc BE.BA = BE.CD =—-CExCD=-3x4= :
f) (AD) L (CE), donc AD.CE =[0].
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o

ABC est un triangle équilatéral direct, ABCD est un trapéze direct, rectangle en A et D. D, N

On a AB =6 et donc CD = 3.

Le point K désigne le milieu du segment [AC] et le point J celui de [AB].

On pourra utiliser les mesures des angles de la figure nécessaires aux calculs sans donner de Y

justification de leurs valeurs. K

1) Calculer les produits scalaires :
a) AC.AB ; b) KC.CB'; c) DC.BA; d) AC.AD.

2) On appelle H le projeté orthogonal du point D sur la droite (AC). Calculer la longueur A. ; .B
AH,

1) a) Jest le projeté orthogonal de C sur (AB), donc AC.AB = Al x AB =3 x 6 = .
b) K est le projeté orthogonal de B sur (KC), donc KC.CB = —KC x KC =-KC?=-3% = .
c) DC.BA =-DCxBA=-3x6=|-18]|.
d) D’aprés le théoréme de Pythagore dans ACD, on a AD? + CD? = AC?,
d'oll AD? = AC2 - CD? =62 - 32 = 27.
D est le projeté orthogonal de C sur (AD), donc AC.AD = AD x AD = AD? =|27|.
27

2) Ona AC.AD = AC x AH et AC.AD = 27, donc 6 x AH = 27, d'oul AH =% 45|.
Exercice n°26 page 272fsXeA'H
Donner la (ou les) bonne(s) réponse(s).
1) ABCD est un parallélogramme.
a) AB.CD =0. b) AB.DC = AB% c) AB.BC = AB x BC. d) BC.DA =-BC2
2) On considére les points A(-2 ; 2), B(1 ; 4) et C(3 ; 0) dans un repére orthonormé.
a) AB=4/13. b) AB.BC =4/13. c) AB.AC =0. d) AB.BC =-2.
1) [betd].
2) [aetd].
Exercice n°27 page 272ksXeA'H
Donner la bonne réponse.
1) AB et AC sont deux vecteurs tels que AB = 2, AC =5 et BAC =§ .
a) AB.AC =5. b) AB.AC =5/3. c) AB.AC = 10.
2) ABC est un triangle équilatéral de coté a.
a) AB.AC =2. b) AB.BC =-& c) CA.AC = a2
1) [a].
2) [a].
% a1 3 PAGE
Le carré ABCD a pour coté a. D C
On note O le point d'intersection de ses diagonales. o
Calculer, en fonction de a, les produits scalaires suivants : )
a) AB.AO ; b) AB.CD ; c) AB.OD; d) AC.AD. . 5
., 1a?
a) AB.AC =|5|.
b) AB.CD =|-a|.
Y
c) AB.OD =|~-

d) AC.AD =[a4.
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o

ABCD est un carré de coté 2. Les points E, | et H sont des milieux de cotés du carré ABCD. D / C
BEFG est un carré. Calculer les produits scalaires suivants :
a) AH.FE ; b) AE.BG ; c) AH.DG; d) DB.FG; e) IB.HF. E__F

a) AH.FE = AH.GB =-AH x GB=-1x 1=[1].

b) B est le projeté orthogonal de E sur (BG), donc AE.BG =AB xBG=2x1= .

c) A est le projeté orthogonal de D sur (AH), donc AH.DG = AH x AG =1x 3= .

d) C est le projeté orthogonal de D sur (BE), donc DB.FG =DB.EB =BCxBE=2x1= .
e) (IB) L (HF), donc 1B".HF =[0].

(]

Construire un triangle ABC tel que : AB =3, AC =5 et AB.AC = 6.
On pourra utiliser la projection du point C sur la droite (AB).

On appelle H le projeté orthogonal de C sur (AB). L
AB.AC = AB x AH = 3 AH. 1~
On doit avoir AB.AC = 6, soit 3AH = 6, donc AH = 2. .
Comme AB.AC >0, alors H € [AB). 0
On place donc H sur [AB) tel que AH = 2. -
C est a l'intersection du cercle de centre A et de rayon 5 avec la droite perpendiculaire en L
H a (AB). A H |B

Ty

Exercice n°30 page 272 Vrai ou faux ?

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1) Si U et V sont colinéaires, alors U.V = ||t]| x ||V/||.

2) SiU.V=UwW, alors V =w.

3) Soit EFG un triangle isocéle en E tel que EF = 12 et FG = 6, alors FE.FG = 18.

4) Soit ABC un triangle tel que AB =5, BC = 2 et ABC = %ﬁ , alors BA.BC =5.
1) u.v=||u]| x|[v|| x cos (u, V), et (&, V) = 1 + kn ol k € Z, donc cos (U, V) = 1 ou —1.
L'affirmation est .

2) Laffirmation est .

Exercice n°33 page 272 Vrai ou faux ?

Soit ABC un triangle, le cercle de diamétre [BC] coupe (AB) en M et (AC) en N. Les droites (BN) et (CM) se coupent
en H.

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
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1) BC?=BM?2 + MC2. 2) AC.AB = AC.AN. 3) AH.BC =0. 4) AM.AB = AM.AN.
H
B
A C
N

1) M appartient au cercle de diametre [BC], donc BCM est rectangle en M.

L'affirmation est | vraie|.

2) N appartient au cercle de diamétre [BC], donc BCN est rectangle en N.
Alors N est le projeté orthogonal de B sur (AC).

L'affirmation est | vraie|.

3) B est l'orthocentre du triangle ACH, donc (BC) est la hauteur issue de C.

L'affirmation est | vraie|.

4) B n’est pas le projeté orthogonal de N sur (AM).

L'affirmation est .
1.2 Produit scalaire et normes

PROPRIETE 1
Pour tous vecteurs U et V, on a : UV =% Iz + V1> = [@]l* = Iv]I%) =% (1@l + 191 = Nl = v)1%).

Démonstration :

Si U= 0, les trois expressions sont nulles ; I'égalité est donc vraie. 4
Si U# 0, dans le repére orthonormé (A ; 1, J) tel que Al = ﬁ u,
lally ., of VIl cos 0 "
ona: U( g ) et V’( I 2?:6 ) et d'aprés ['activité 2, on sait que : A0 -
[[u+ V][ = [[uff> = IV]I* = 2 (|| ul| [ V]| cos 6 + 0 x || V]| sin ) ; Al 1 %

U=F 1 = T — —>
doti: 5 (|[u+ V>~ [|[ul[? ~[[v[|*) = |ul| x [|V]| cos 0 = u.v.
Exercice n°31 page 272 Vrai ou faux ?
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1) sillull =2, ||| =3 et cos (@, v) =, alors |5 - v[[2=7.
2) Si||ull =+/5, U.V =5 et cos (U, V) = 1, alors |0 + V|| = 0.

1) 0.V = |0 x ||V|| x cos (@, V) =2 x 3 x—71:_3,

0.7 = (|alP+ VP - o - ]1?) équivaut a : 3= (22+3 g - v]])

d'ou || — V|| =13+ 6 =[19].
L'affirmation est .

2) 0. = ||t x |V|| x cos (4, V) équivaut & : =5 =~/5 x || V]| x (~1), d'ou || V]| = = =+/5.

\/5
IR R SN o 1
0.7 =5 (|6 + VI - 16l - | ]) équivaut a : -5 =3 (|| + V12 - (VB)* - (VB)°) ;
dou ||u + V|?=-10+10=0.

L'affirmation est .
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o

ABCD est un parallélogramme tels que AB =5, AD = 3 et AC = 7. Calculer le produit scalaire AB.AD.
AD = BC et AB + BC = AC, dotl AB.AD = m.@zé(ACZ—ABZ—ACZ) =%(49_25_9) =.

1.3 Produit scalaire en repeére orthonormeé

PROPRIETE 2
. L X X' - . .
Dans un repere orthonorme, soit u(y) et V’(y.) deux vecteurs, alors : U.V = xx" +yy'.

Piste de démonstration :
Utiliser la propriété 1 et I'activité 2 : dans tout repére orthonormé : ||U + V||? — ||@||? — [|V||? = 2 (xx' + yy*).

Exercice corrigé : Calculer un produit scalaire

ABCD est un carré de centre O, de coté 2. D

Les points | et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AD]

Calculer les produits scalaires suivants :

a) AT.AC; b) AC.OT’; c) JC.JB’; d) DJ.BC. J

On pourra dans certains cas utiliser le repére orthonormé (A ; 1, J).

Solution : Méthode

I B T \2 _ On utilise au choix I'une des deux
a) AI'AC =AlxACxcos TAC=1x2\2xc0s 5= 2\2xY==2.  gefinitions géométriques,

On peut aussi utiliser le projeté orthogonal du point C sur la droite
(Al) qui est le point B. De plus, comme I'angle TAB = 0, on

A~ _ i S

obtient : AI'.AC = AT.AB=AlxAB=1x2=2.

Le produit scalaire est indépendant

AN _ AR AN AT _ AR AT AT _ 3_7'5 _
b) AO = 0OC, donc AO. Ol =0C. Ol et comme COI = 7 Ool=1 des représentants des vecteurs : on

et OC = \/5 on obtient : peut les choisir de méme origine
! '3n D pour bien visualiser I'angle.

AO.OT =4/2 x 1xcosI=\/§x(\T/_) ; soit AO. OI' =—1.

) Langle CJB n'est pas connu. Dans le repére orthonormé Lorsque I'angle n'est pas connu on
(A; 1, ), les points J, C et B ont pour coordonnées (0 ; 1), peut se placer dans un repere

(2 (2 orthonormé et utiliser I'égalité :

(2;2)et(2;0). Donc JC (1) et JB (71). U.V =xx'+yy'.
Par suite JC. I8 =2 x 2+ 1 x (~1) = 3. - Voir la fiche Algobox, page 387.

d) Les droites (DJ) et (BC) sont paralléles, donc les vecteurs DJ” et BC sont colinéaires. De plus, comme
(DJ, BC)=(DJ,AD)=n(2n),ona: DI.BC =DIxBCxcosm=1x2x (-1) =-2.

Exercice n°3 page 259

Dans chacun des Y18

cas suivants, choisir B B B P Gl

I'expression la plus 5 5 3 X
adaptée pour 30° s = 1 1
calculer le produit A~ 6 Cc A 6 c A 4 H2cC =N =

scalaire AB.AC.
o Figure1: W.W:ABxACxcosm:Sxlezéz.
e Figure2: AB-AC =AB +CA=CA+AB =CB,

d'oll AB.AC = % (|AB]J2 + || AC|? - || AB - AC]|?) = % (AB2 + AC2 - BC?) = % (25 +36—9)=[26].
« Figure 3 : H est le projeté orthogonale de B sur (AC), alors AB.AC = AC x AH =4 x 6 = [24].

3 (T o
o Figure 4 AB(Z) et Ac(_z), d'oll AB.AC =3x 7 +2(-2)=21-4=[17].
Exercice n°4 page 259
\ , - , (2 5

Dans un repére orthonormé, les vecteurs U et V ont pour coordonnées respectives g )etlq ).

Calculer 0.V, U? et ||V/||.
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¢ U.V=2x5+(3)x1=10-3=[7].
o U2=22+(-32=4+9=[13].
o |IV]|=\/v2=+[52+12=/25+1=[26].

G 1] Dl C
ABC est un triangle tel que : AB=AC =3 etﬁé\\zg.

1) Calculer AB.AC.
2) En remarquant que BC = AC — AB, calculer || BC/||? par la propriété 1.
3) Calculer BA.BC.

1) AB.AC = AB x AC x cos BAC = 9—\22

2) Ona||BC||?=(BC)?=(AC - AB)?> = AC?+ AB? - 2 AB.AC.

On obtient || BC||? =[18 — 9/2].

3) BA.BC =BH.BC =BH x BC =% BC? = %Q , ol H est le projeté orthogonal du point A sur la droite (BC),

c'est-a-dire le milieu du segment [BC], puisque le triangle ABC est isocele en A.

X€E DAC Vrai ou faux ?
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1) on donne [[ul| =1, [|V]| = 2 et (&, v) = 2, alors -

a) uv=-1;
b) ||u+ V2 =3.

2) Ondonne ||t]| =2, ||V]| =1 et (U, V) = ;—n , alors :

a) uv=-1;
b) ||u+v|*=5.

1) TV =[] x ||V]| x cos (@, V) = 1 x 2 %1:71.
L'affirmation est .
2) flu+vIP=Jull+2 v+ VI = 22+ 2¢1) + 2 =3
L'affirmation est .
3) [Faux].
4) [Vrail.
Exercice n°38 page 273
Dans un repére orthonormé (O ; I, J) on donne les vecteurs UG) et V’(:\,l,’)

1) Calculer U.V.
2) Calculer de deux fagons ||U + V|| et ||o - V||%.
3) Calculer (U + V).(U — V). Que peut-on en déduire pour l'angle (U + V, U — V) ?

1) T.V=3x(-1)+1x(-3)=-3-3=[8].
2) o ||[U+V|2=(@+V)2=02+20.V+V2=10+2x (-6) + 10=[8].
(U+V)(_22),donc||U+v||2:22+(—2)2:4+4:.
o |T-V|2=(@-V)2=02-20.V +V2=10-2x (-6) + 10 =[32].

-} ), done s ~v|p = + 4= 32).

3) (U + V)(_Zz)et (U—V)CD, donc (T + V).(T - V) =2 x4+ (-2) x 4=[0].

L'angle (U + V, U — V) est .
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X€ 2 N°40 page
Sur la figure ci-contre les cercles sont de rayons OA =1 et OB = 2.
1) Calculer les produits scalaires OA.OC et OC.OD.
2) Calculer les produits scalaires OB.OD et AB.CD.

1) OA.OC =[-2] ; OC.OD = OC x OD cos 45° = | 2/2].

—>1—>

2) Dans le repéere orthonormé (O ; OA, 5 OB),ona:A(l;0), B ;2), C(-2;0) et D(-\[2; +[2),

donc Cﬁ’(g), O_D’(://—z) et OB.OD =|-24/2|.

D'autre part ﬁ(_zl) et Cﬁ(_ﬁé 2), donc AB.CD = .

X SN 4 DACE
ABCD est un carré de centre O, de coté 2.
Les points | et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AD].
En utilisant, si nécessaire, le repere orthonormé (A ; 1, J), calculer les produits scalaires suivants :
a) AD.AC ; b) TJ.AC; c) BJ.CA; d) 10°.BO.

a) AD.AC = AO.AC =+/2 x 22 =[4].

—

b) 13°.AC =[0], car (13) // (BD) et (BD) L (AC).
N (-2 (-2
c) BJ.CA=[2], car BI ( ! ) et CA(Q).
10750 =1, ar 1013 ) ex ()
d) 10°.B0 =[1], car 10 (1 et BO| ; ).
Exercice n°44 page 274
Déterminer dans chacun des cas suivants, les deux nombres qui manquent parmi les 5 nombres proposés :

[[ull, IVl [[u + ]|, u.v et cos (u, V).
a) lull=2;|Ivl[=3;||[t+V|=..;uVv=-3/3;cos (W, V)=....

o) o« V= % (T + V)1 = [g]l* = IV||®) équivaut & : ~3/3 =% (|v+v|>-4-9),
dour ||T + V|| = 13- 6v/3,
et donc ||U + V|| =[\/13 - 6\/3].
o U.V=|u]| x||V|| x cos (U, V) équivaut & : —3\/3 = 2 x 3 x cos (U, V),
d’ou cos (U, V) =_—3QE=
b) ||lu]|=3;||V|]|=4;||u+V]=6;u.vV=..;cos (U, V)=....
D) e (U+V)>=U?+2U.V+V2équivauta:6°=32+2 0.V + 4%

s

. 36-9-16 |11
d'ou u.V——Z =5

o .V =|Ull x||V| x cos (@, V) équivauté:%=3x4xcos U, V),
o+ cos (0 vy =L, L —[1L
d’ou : cos (U, V) = > *12= 24|

o wll=v2;lVll=...;|lu+ V] =...; G.v=-2; cos (U, V)= 1.
) e u.v =||ul x||V]| x cos (U, V) équivaut & : -2 =~[2 ||V|| x (-1),

. N 2
dou : ||V @

o av =2 (a2 [[al? - IVIP) éauivauta s 2= (| + v[[* - 2-2),
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dou ||u + V|| =4-4=[o0].

2 PROPRIETES ALGEBRIQUES DU PRODUIT SCALAIRE

Pour tous vecteurs U, V et W du plan et pour tout réel k, ona :

Symétrie : Linéarité : Identités remarquables :
1) UV=VvV.Uu 2) U(V+W)=U.V+UW 4) (U+V)?=0%+2U0.V+ V2
3) u.(kv) = (ku).v =k(U.v) 5) (U—V)2=U2-20.V + V2

6) (U —V).(T +V)=02-Vv2

Démonstration partielle :
On peut utiliser I'expression du produit scalaire en repere orthonormé.

e 1) e o

our la relation 2) si U y ) Y y et w y" alors V + W vy
et par suite : U.(V +W) =x(X' + X") +y(y' +y") = (xx" +yy' ) + (xx" +yy" ) = U.V + U.W.
Les identités 4) et 5) s'obtiennent a partir de la propriété 1 de la page 258.
- Voir la démonstration de ces propriétés aux exercices 58 et 59, page 275.

Illustration de la propriété 1)

Dans la configuration ci-contre (avec BAH = 0):

AB.AC = AB x AH.

AC.AB = AC x AK.

Et donc par symétrie : AB x AH = AC x AK.

H o
Onallul|=2, ||V’|| =3etU.vV=-1.

1) Caleuler (U + V)?, et ||u — V||
2) Calculer (U + V).(2U — 3V).

1) (@ +V)2=|[u]2+ 207 + ||| = 4+ 2 x (1) + 9 =[1].
o —v|]2= (- v)?=|ul2-20.v +||V|[2=4-2x (-1) + 9 =[15].
2) (U +V).(20 - 3V) = 202 - 3U.V + 2V.U —3V2 =202 — 0.V - 3V2=2x 22— (-1)-3x 32 =8 + 127 =[-18].

H o
ona||u]l =6, ||V’|| =2etU.V=5.

Calculer la norme du vecteur —2U + 5V.
|-2U +5V||? = (-2U + 5V)? = 4U? — 20U.V + 25V? =4 x 62 — 20 x 5 + 25 x 22 = 144 — 100 + 100 = 144,

donc || -2 + 5v|| =~/144 = [12].

Exercice n°51 page 274
Soit A et B deux points distincts du plan et | le milieu du segment [AB].
Démontrer que quel que soit le point M du plan, on a I'égalité : MA2 — MB2 = (MA + MB).BA =2 MI'.BA.
e MA?-MB? = (MA + MB).(MA — MB) = (MA + MB).(MA + BM).
Or MA-MB = MA + BM = BM + MA = BA, donc MA2 — MB2 = (MA + MB).BA.
e MA+MB=(MI'+ 1A+ (MI' + IB) =2 MI, donc MA?2 - MB? = 2 MI'.BA.

(]

ABCD est un carré de coté a et DCE est un triangle équilatéral. A Ry

On s'intéresse au triangle BDE.

1) Calculer les produits scalaires AB.DE, DA.DE en fonction de a. 3
2) Calculer BE?. On pourra décomposer BE en BD + DE. K “

A == = ==

2
1) AB.DE =DC.DE =CD><DE><cosC/D\E=a><a><c0360°=

lﬁ(.ﬁzDA><DE><cos,ﬁj\Ezaxax003150°=axax_—\ZE=
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2) BE?=(BD + DE)?=BD? + 2BD.DE + DE2.

A2 2 2 -1
Ona m.ﬁ’z(ﬁmﬁ).ﬁ’:m’.ﬁ+m.ﬁ=_A—B’.ﬁ_D—A’.ﬁ’=%+a2\/§=a(\/z’ ),

2 _
done BE? = (a2 + 26 SO 1 g2 - oy (3 1) + o = [2 (24 13).

(]

Calculer les produits scalaires suivants : A

a) (AB + AH).AB ;

b) AB.AC. (Dans ce cas, on pourra décomposer les vecteurs AB et AC a I'aide de la relation 3
de Chasles en utilisant le point H.)

a) Le théoréme de Pythagore dans le triangle AHB donne AH? = AB2 —BH?=9-1=38.
(AB + AH).AB = AB? + AH.AB = AB? + AH2 =9 + 8 = [17].

b) AB.AC = (AH + HB).(AH + HC) = AH2 + AH.HC + HB.AH + HB.HC =8+0+0-1x 3=[5].

X€E 1O PDAJE
a) u+3v).(u-Vv);
b) ||u+ V.

o) -39,

a) u.v=[3].

=
+
=l
I
<l
+
N
cl
<
+
<
I
>
Q.
o
>
(@]
=
+
=l
n

X€E DAC *! Vrai ou faux ?
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. D, 3 C

1) Onallu]|=1etu.v =1, alors QU + V).U = 3.
2) Si ABCD est un trapéze et AB.AD =5, alors AB.AC = 20. . .
3) 2U.(-V) + (-U).3V = -5U.V. A 5 B

1) QU +V).U=202+V.0=2x12+1=3,

L'affirmation est | vraie|.

= = = Y = =

2) AB.AC = AB.(AD + DC)=AB.AD + AB.DC =5+ ABxDC=5+5x 3=20.
L'affirmation est .

3) 20.(V) + (L1).3V = 20.V - 30.V = 50.V.
L'affirmation est .

4 4

onalal=3 [Vl =7 e vy =5.

Calculer (T + V)?, (T —V)?, (T + V).(T - V).

o (T+VY=T2+20.V+V2=32+2x5+72=[68].

. (U—V’)Z=U2—2U.V+V’2:3Z—2x5+72:_

o« (U+V).(U-V)=U2-v2=32_72=|_40|.

Exercice n°57 page 275

ABCD est un rectangle, avec AB = 3a et BC = 2a ; | est le milieu de [BC] et K est défini par DK =% DC ; Jestle

projeté orthogonal du point K sur la droite (Al).

1) Calculer, en fonction de a, les produits scalaires : AB. Al et AD.KA.

2) En utilisant des relations de Chasles, calculer AK. Al’.

3) En exprimant d'une autre facon le produit scalaire AK. Al’, en déduire la distance AJ en fonction de a.
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D K C

A B
1) B est le projeté orthogonal de | sur (AB), alors AB. Al' = AB? = .

D est le projeté orthogonal de K sur (AD), alors AD.KA = —AD.AK = —AD? = [-4a?.
2) AK. Al =
(AD + DK).(AB + BI') =
AD.BI' + AD.DK + DK.AB + DK.BI' =
ADxBlI+0+DKxAB+0=
2Jaxatax3a=
5a|.
3) D'aprés le théoréme de Pythagore dans ABI, on a Al? = AB2 + BI? = 9a? + a? = 10a2, d'ol Al =4[10 a.
Comme J est le projeté orthogonal de K sur (Al), alors AK. Al' = AJ x Al = Al x[10 a.

On en déduit que : AJ x \10a = 522, soit AJ = LS 5a;/01_0 = a\/21_0 :

Ji0

3 APPLICATION AU CALCUL DE LONGUEURS ET D'ANGLES

THEOREME DE LA MEDIANE

Soit A, B, M trois points du plan, et | le milieu du segment [AB].
Alors : MA? + MB? =2 MI? + 2 IAZ,

Démonstration :
MA? + MB? = MA? + MB? = (MTI + TA)? + (MI' + 1B’)?,
puis en développant a I'aide de l'identité remarquable 4), on obtient :
MA? + MB%2 = M2+ 2MI.TA" + IA2 + M2+ 2MI. 1B + IB2=2MTI2+ 2MI.(TA" + TB) + TA? + B2,
Or TA"+ 1B = 0, car | est le milieu du segment [AB],
et TA? = 1A? = IB? = TB"?; donc enfin : MA? + MB? = 2 MI2 + 2 |A?,
Ce théoreme permet de calculer les longueurs des médianes d'un triangle quand on connait les longueurs des
trois cotés.

THEOREME D'AL-KASHI ou de PYTHAGORE GENERALISE

Soit ABC un triangle. On pose BC =a, CA=b, AB =¢, alors : A

a=b? +c2—2bccosA ; . b
b?=a?+c—2accosB ;

c2=a2+b?—2abcos C. B a C

Remarques :
e Ce théoreme permet de calculer les angles dans un triangle quand on connait les trois cotés.

o Lorsque A = 90°, la relation s'écrit a2 = b? + 2 : on retrouve le théoréme de Pythagore.

e La preuve s'obtient aisément en écrivant : a> = BC?> = BC? = (AC — AB)?,
puis en développant comme dans la preuve du théoréme de la médiane.

Avec BC =7, CA=5 et AB = 8, on peut calculer 'angle A grace a : a2 = b2 + 2 — 2bc cos A.
b2+?-a2 52+&-72 40 1 . .~ ..
2bc  ~ 2x5x8 80 2/ dOUA=00"

On obtient : cos ,/A\ =
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Exercice corrigé : Calculer des longueurs et déterminer des angles
ABCD est un parallélogramme de centre |. Dy _,C
On saitque AB=7, AD=5etBD =8. : -

1) Déterminer la longueur de la diagonale AC. -
oy
2) Déterminer les angles du parallélogramme ABCD a 1° pres. P
3) En déduire l'aire de ABCD.
A B
Solution : Méthode :
1) Comme les diagonales du parallélogramme se coupent en leur Pour calculer des longueurs et des
milieu I, on a AC = 2 Al et il suffit de calculer Al. angles on dispose de formules
En appliquant le théoréme de la médiane dans le triangle ABD, on pratiques : théoreme de la médiane,
a:AB2+AD2=2AI2+2IB?; soit 72+ 52 =2 AI? + 2 x 42, théoréme d'Al-Kashi. )
On obtient AI? = 21, soit Al =+/21 ; donc AC = 24/21. D'autres méthodes sont exposees dans

I'exercice résolu 18, page 266.
2) . Le théoréme d'Al-Kashi dans le triangle BDA donne : BD? = AB2 + AD? — 2 x AB x AD x cos BAD ;

soit 64 = 49 + 25 — 70 cos BAD ; d'ou cosmz%z%.
Avec la calculatrice mise en mode degré, on obtient : Si le cosinus n'est pas une valeur

remarquable, c'est la calculatrice qui
donne une valeur approchée de I'angle.

o ADC estun angle supplémentaire de BAD, donc : ADC ~ 180° — 81,8° ~ 98,2° ; d'ou D = B ~ 98,2°.
3) En appelant H le projeté orthogonal du point D sur la droite (AB),

l'aire S de ABCD s'écrit : S = AB x DH = AB x AD x sin A. ,

comme A<, an A =\T-oa A= [1 = [B-4E Jeromi preenene

4 C3 signe du sinus lorsqu'on le calcule a
D'ou l'aire cherchée S =7 x 5 x 7 - 20\/§ unités d'aire. partir de la formule :
cos?a+sina=1.

BAD = cos*l(%) ~81,8°; dou A =C ~81,8°.

Exercice n°5 page 261

a) Construire un triangle ABC tel que AB=9cm, BC=4cmet AC=7cm.

b) Calculer les angles du triangle ABC. (Les valeurs seront arrondies au degré pres.)
a) C

A B
b) o Daprés le théoréme d’Al-Kashi, BC? = AB2 + AC2 — 2 x AB x AC x cos BAC, soit :
42=92+72—2><9><7><COS§5\E,
16 = 81 + 49 — 126 cos BAC

_114 _57
Cosm_126_63

Donccosgb\\zgetmz.

o D'aprés le théoréme d’Al-Kashi, AC2 = AB2 + BC2 — 2 x AB x BC x cos ABC, soit :
72:92+42—2><9><4><COS/(BE
49 = 81 + 16 — 72 cos ABC

Donccos@zi—gzg t ABC ~[48°].

o ACB =180° - BAC - ABC ~ 180° — 25° — 48° ~[107°].
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o

ABCD est un rectangle tel que AB =4 et BC = 3. Dy c
a) Calculer le produit scalaire AC.BD'’. (On pourra décomposer les vecteurs sur AD et AB' a l'aide de \?<
la relation de Chasles.) -

b) Donner une valeur approchée de I'angle DoC.
a) AC.BD = (AB + BC).(BA + AD) = (AD + AB).(AD - AB) = AD? - AB?=9 - 16 = [7].
b) D’aprés le théoréme de Pythagore dans ABC, on a AC? = AB? + BC? = 42 + 32 = 16 + 9 = 25, donc AC = 5.
D'oll AC.BD = AC x BD x cos (AC, BD') =5 x 5 x cos DOC = 25 cos DOC.
On en déduit cos DOC = % et donc COD ~ .
Exercice n°8 page 261
Dans un repere orthonormé oﬂom les points A(-2 ; 1), B(3 ; 0) et C(-1 ; -2).
1) Exprimer de deux fagons BA.BC.
2) Donner une valeur approchée a 1° prés de I'angle ABC.
1) o AB=1/(3+2)2+ (0-1)2=1/25+1=1/26 et BC =~/(-1 - 3)? + (-2 — 0)2 =~/16 + 4 =+/20.
D'oll BA.BC = AB x BC x cos ABC =+/26 x~/20 x cos ABC =~/520 cos ABC = | 2/130 cos ABC|.

=70 —»4 N B ™A
. BA( 1)et BC(iz), d'oli BA.BC =-5x (-4) + 1 x (-2) =20 - 2 =[18].

———=—F—=¢t ABC ~|38°|.

24/130 /130 38

Exercice n°4 page 284 Calculer une longueur ou déterminer un angle
- Voir le savoir-faire, page 261.

Dans chacune des situations suivantes, déterminer la longueur AB et une valeur approchée de BAC.

2) cos ABC =

Méthode :
Analyser le contexte (repére orthonormé, configuration, connaissance de longueurs) pour choisir une méthode et les
formules adaptées a la situation (voir I'exercice résolu 18, page 266). S'aider d'une figure !

a) Dans le repére orthonormé (O ; 1, ) les points A, B et C ont pour coordonnées respectives : (—1; 1), (3 ; 2) et
1;-2).

/4
a) OnaAB(l)etAsz.

I 2 N
e D’une part AC (73), donc AB.AC =4 x 2+ 1(-3)=5.
D'autre part AC =+/13, donc AB.AC = AB x AC x cos BAC =/17 x\[13 x cos BAC =+/221 cos BAC.

On en déduit cos BAC = \/% et donc BAC ~|70,35°).

b) ACB =45°, BC = 8 et CA = 10.

b) e D’apres le théoréme d’Al-Kashi, on a :
AB2 = AC2 + BC2 — 2 AC x BC x cos ACB
AB2 =102+ 82— 2 x 10 x 8 x cos 45°
AB2 = 164 — 80\/2.

D'ott AB = /164 — 80\2 = | 20/41 — 20\2| ~ 7,1.

e D'aprés le théoréme d’Al-Kashi, on a : BC? = AB2 + AC? — 2 x AB x AC x cos BAC ;
soit 82 = 164 — 8072 + 100 — 2 x 21/41 — 20\/2 x 10 x cos BAC
ou encore 64 = 264 — 80\[2 — 40041 — 20\/2 x cos BAC

donc cos BAC = 200 802 __5_2\2 ; d'otl BAC ~[52,5°].
A0\41 - 202 \[41 - 20\2
c) B est le milieu du segment [CD] et on donne AC=CD=9et AD=7.
c) e D'aprés le théoréme de la médiane, AC? + AD? = 2 AB? + 2 BD? ; soit :

2
92+72=2ABZ+2(9),

2
81
2

130 =2 AB? +
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2 AB?=130- -
179
2 =Y
2AB? =2
179
2 — =<
AB2 =71
A = | YA
=2

o D'aprés le théoréme d’Al-Kashi, on a : CB2 = AC2 + AB2 — 2 AC x AB x cos BAC ; soit :
2
(g) =92+@—2x9x1@xcosm

2 4
84—1 = %— 9\/179 cos m

9179 cos BAC = —2;1
211
AC = . d'oll BAC ~[28,8°].
cos 18m,dou C

d) AIKJ est un carré de coté 3. Les points B et C sont définis par : 1B’ = % 1K et JC =% Al’
d) \ Je Lo, ﬁ—>_1*> a—>_1*> . *)3
e Dans le repére orthonormé (A ; i; j) tel que i =3 Al et | =5 AJ, on obtient AB 1) €&t

3
AT’[ZJ, donc AB? = 10, soit AB = .
3

+ AB.AC = 15 et AC = 22, conc cos BAT =32 ; ol BAC = [457).

o

ABC est un triangle tel que AB =6, BC =8 et CA =7. Le point | est le milieu du segment [BC] et G est le centre de
gravité du triangle ABC.
1) Calculer AI'.BC en utilisant la relation de Chasles et la formule d'Al-Kashi.
2) En déduire la valeur du produit scalaire AG.BC..
A

B C
1) AI'.BC = (AB + W).IETC = AB.BC + BI'.BC.
o D'aprés le théoréme d’Al-Kashi, AC? = AB? + BC? — 2 x AB x BC x cos ABC, soit :
72=62+82_2 x 6 x 8 x cos ABC
49 = 36 + 64 — 96 cos ABC

/\_2
cosABC—%.
. A—B’.Wz_m’.W:_ABxchcosA/BE:_exgx%z‘g—l.
e BI'BC=BIxBC=4x8=32.
=7 B =21 _|=13
AI'BC == +32=| =7
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o Be <2 arpe o2, 18_[13
2) AG.BC—3AI.BC—3>< > =173 |

4 ORTHOGONALITE
4.1 Yecteurs orthogonaux

On dit que deux vecteurs U et V sont orthogonaux lorsque U.V = 0, c'est-a-dire lorsque I'angle (U, V) est droit

+ — - -
(de mesure 775 ou 775 modulo 2r) ou bien lorsque U= 0 ouV = 0.
Exemple :

En repére orthonormé (O ; 1, J), les vecteurs Ol et OJ sont orthogonaux.
2 -1
Il en est de méme des vecteurs U’(J et V’( 2 ) puisque : U.V =2(-1)+ 1 x 2=0.

o

ABCD et AEFG sont deux carrés. b C
Démontrer que les droites (ED) et (Al) sont perpendiculaires.

ED.1IA =

(EA + AD).(IG" + GA) =

EA.IG + EA.GA + AD.IG + AD.GA =

~-AE xGI+0+0+AD x GA=

0.

Donc les droites (ED) et (Al) sont perpendiculaires.

4.2 YVecteur normal a une droite

PROPRIETE ET DEFINITION

Soit N’ un vecteur non nul et A un point du plan.

L'ensemble des points M du plan tels que AM. 1’ = 0 est une droite 9, passant par A, et dirigée par un vecteur
U orthogonal & n’.

On dit que N’ est un vecteur normal a la droite P.

Démonstration :

e AA.N =0.n =0, donc A est un point de I'ensemble recherché.

e Considérons un repére orthonormé (O ; I, J) dans lequel on a :

A(Xy 5 Ya) M(x;y) et n b , donc A YYn )
AM.n =0 équivaut a :

a(X_XA) + b(y_yA) =0 :
ax+by+c=0avecc=—axA—byA.

. (b
On reconnait I'équation d'une droite 9 de vecteur directeur u( 2 )

Or U.n’ =—-ba+ab =0, donc U est bien orthogonal au vecteur n’.

Soit (a ; b) un couple de réels, distinct du couple (0 ; 0).

5 a —(a 5 . . .
Dans un repere orthonorme, le vecteur n (b) est normal a une droite 9 si, et seulement si, D admet une
équation cartésienne de la forme ax + by + ¢ = 0 ou ¢ est un réel quelconque.

Exercice n°10 page 263

Le plan est rapporté a un repére orthonormé.

On considere les points A(2 ; 2), B(6 ; 0) et C(-3 ; —3). Déterminer une équation de :
a) la hauteur issue de A dans le triangle ABC ;

b) la médiatrice du segment [AB].
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a) M(x;y) appartient a la hauteur issue de A dans le triangle ABC, si, et seulement si :
AM.CB =0
9x—-2)+3(y-2)=0
9x-18+3y-6=0

[3x+y=8].
b) Soit K(4 ; 1) le milieu de [AB].
M(x ; y) appartient a la médiatrice du segment [AB] si, et seulement si :
KM.AB =0
4x-2)-2(y-1)=0
4x-8-2y+2=0

4x-2y-6=0
2x-y-3=0|.
Exercice n°80 page 277
Le repére considéré est orthonormé.
\ , = == (1+m 2-m\ .
On donne dans le repere orthonormé (O ; 1, ) les vecteurs U N et v m_a4)oUume R.
Déterminer m pour que les vecteurs U et V soient orthogonaux.
Les vecteurs U et V sont orthogonaux si, et seulement si :
@+m@@2-m+mM+5)(mM-4)=0
2-m+2m-m?+m?—4m+5m-20=0
2m—-18=0
m=[g).
Exercice n°84 page 277
Dans chacun des cas suivants, calculer une équation de la droite passant par A et de vecteur normal n’.
2 1
a) A@2;-1)et ﬁ(l). b) A(-2;3)et ﬁ(_3).
o) 1" méthode : 2° méthode :
M(X ; y) appartient a la droite passant par A et de | L@ droite passant par A et de vecteur normal N a une équation
vecteur normal T si, et seulement si : de type 2x +y + ¢ =0.
AM.n =0, Comme A appartient a cette droite, alors 2 x 2 -1+ ¢ =0, soit
soit: (x—2)x2+(y+1)x1=0, c=-3.

ouencore:2x—4+y+1=0, Donc une équation recherchée est .

ou enfin : .

0) 1" méthode : 2° méthode :
De méme: (x+2)x 1+ (y—3)x (-3) =0, De mémeonax—3y+c=0,et-2-3x3+¢=0,
soit: x+2-3y+9=0, soit ¢ = 11.

ou encore : [x — 3y +11=0]. Donc une équation recherchée est |x — 3y + 11 = 0.

o
Soit d la droite d'équation y = —x + 3.
1) Déterminer un vecteur normal a d.
2) Déterminer une équation de la droite A perpendiculaire a d et passant par A(3 ; 2).

. . i R . (1
1) L'équation y = —x + 3 équivaut a X +y — 3 =0, donc un vecteur normal a d est (1) .

2) 1" méthode : 2° méthode :
AM (X ; y) appartient & A si, et seulement si N est un vecteur directeur de A, alors une équation de A est du
AM colinéaire a 1, typex+y+c=0. _ _
soit: (x—3)x1+(y-2)x1=0 Comme A appartient a cette droite, alors 3 + 2 + ¢ =0, soit ¢ = -5.
ouencore : X-3+y-2=0, Une équation de A est donc : x +y —5 =0, ou encore .
ou enfin : .

Exercice n°88 page 277

Déterminer une équation de la médiatrice du segment [AB] avec A(-2 ; 3) et B(2 ; 1).

1 méthode : 2° méthode :

1(0 ; 2) est le milieu de [AB].

e 4
AM (x : y) appartient a la médiatrice de [AB] si, La médiatrice A a pour vecteur normal AB(_Z), elle a une
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et seulement si : IM.AB =0, | équation du type 4x—2y + ¢ =0.
soit: xx4+(y—2)x(-2)=0, i A passe par 1(0 ; 2), milieu de [AB], alors 4 x 0—2 x 2 + ¢ = 0, soit
ou encore : 4x — 2y + 4 =0, L c=4.

ouenfin:|2x—y+2=0|. A a pour équation 4x — 2y + 4 = 0, soit encore [2x —y + 2 = 0.

4.3 Equation d'un cercle de diamétre [AB]

Soit A et B deux points distincts du plan et (O ; I, J) un repére orthonormé. M o ¢
L'ensemble des points M du plan tels que AM.BM = 0 est le cercle € de diamétre u
[AB].

Une équation cartésienne de € dans le repere (O ; I, J) est :
(X - XA)(X - XB) + (y - yA)(y - yB) =0.

Démonstration :
AM.BM =0 équivaut a :
AM = 0" ouBM = 0" ou AM x BM x cos AMB =0
AM = 0 ouBM = 0 ou AMB = 90°
M = A ou M =B ou le triangle AMB est rectangle en M
M appartient au cercle de diamétre [AB].

X=Xy X —Xg
Dans le repére orthonormé (O ; 1, J), on a AM , BM et:
y-— yA y-— yB
M e € équivaut & : AM.BM =0, soit & : (X — X, )(X —Xg) + (Y — Y,)(y — Yg) = 0.
Exercice corrigé : Déterminer une équation de droite ou de cercle

Dans un repére orthonormé (O ; |, J) on donne les points A(3 ; 0) et B(0 ; 2).
1) Déterminer une équation du cercle C de diamétre [AB]. Justifier que C passe par le point O.

2) Déterminer une équation de la tangente a C en O.
3) Déterminer une équation de la médiatrice du segment [AB].

Solution : Méthode :
S'assurer que le repére utilisé est orthonormé ; c'est indispensable
pour exprimer un produit scalaire par la formule : xx' +yy'.
Poser M(X ; y) le point courant de
I'ensemble cherché.
Caractériser I'ensemble cherché
par la nullité d'un produit scalaire.
x En particulier, un cercle connu par
™ T un diamétre, une tangente, une
médiatrice ou une hauteur sont
définis par une relation

1) Soit (x ; y) les coordonnées d'un
point M.
M e € équivaut & : AM.BM = 0.
X—3 x—0
On am(y_o) et W(y_z) :
par suite : M e C équivaut a :
(x=3)(x) + (N -2)=0.

Le cercle € a pour équation : - .
o2 s rz 3x pz ui Oqu ! d'orthogonalité. Cette relation se
yr—oX—2y =0 traduit par un produit scalaire nul.
Les coordonnées (0 ; 0) du point O vérifient I'équation du cercle, donc O appartient au cercle de diamétre
[AB].
2) On appelle T la tangente a € en O et Q le milieu du segment [AB], centre du cercle €, dont les

coordonnées sont @ , 1).

3
(Y!’[ZJ est un vecteur normal a T et par suite :
1

M e T équivaut a : OM.OQ =0, soit a : 3x+y =0, ou encore a : 4y=§x-

3) Soit A la médiatrice du segment [AB]. La droite A a pour vecteur normal  En repére orthonormé, des
N , ] gu'on tonnait un vecteur
AB ( 2 ) ; elle a donc une équation de la forme : —-3x + 2y + ¢ = 0. normal & une droite, on peut
en déduire les coefficients de
X et de y dans une équation

D'autre part le point Q2 appartient a A, ce qui se traduit par :
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cartésienne de cette droite.

—3@) +2+c=0équivalenta:c =g .

Une équation de A est donc : —3x + 2y + g =0.

Le plan est rapporté a un repere orthonormé.

1) Déterminer une équation du cercle de centre A(2 ; 3) et de rayon 3.
2) Déterminer I'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que : X* + y> — 4x + 6y — 3= 0.
1) M(x ;) appartient au cercle si, et seulement si, AM? =9, soit (x—2)* + (y—3)>=9;
donc on obtient : X +y2 — 4x — 6y + 4=0].
2) L'équation s'écrit : (x —2)% + (y + 3)> =16 ; C'est | le cercle de centre K(2 , —3) et de rayon 4|.
4.4 Equation d'un cercle défini par son centre et son rayon
_
ST TIM
Soit © un point du plan, R un réel strictement positif et (O ; I, J) un repére orthonormé. R o .
Le cercle € de centre Q et de rayon R est I'ensemble des points M du plan tels que QM = R,
ou encore QM? = R?, \ o J
Une équation cartésienne de € dans (O ; I, J) est : (x — X,)* + (y - Y,)* = R% ' /
Exemple : B
Dans un repere orthonormé, le cercle de centre Q(-2 ; 5) et de rayon 3 a pour équation cartésienne :
(x + 2)% + (y — 5)? = 3? qui équivaut a :
X2 +4x+4+y>—10y+25=9
X2 +y% + 4x — 10y + 20 = 0.
Exercice n°13 page 263

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; i; j).
Déterminer les éventuels points d'intersection entre le cercle de centre A(3 ; 1) passant par O et la droite d d'équation
X+y—-2=0.

Le rayon du cercle est : OA = \/(O - 3)2 +(0- 1)2 =\9+1= \/f)
M(X ; y) appartient au du cercle de centre A passant par O si, et seulement si : AM? = OA2,
soit : (x—3)2 + (y—l)2 =10, ou encore : X2 _6x+9 +y2—2y+ 1 =10, ou enfin : X2 +y2—6x—2y=0.
Les points communs au cercle et a la droite d, s'ils existent ont leurs coordonnées solution des systémes équivalents :
{x2+y2—6x—2y=0 _ {x2+ (2-%)2%-6x—2(2-x)=0. {x2+4—4x+x2—6x—4+2x=0

X+y-2=0 "ly=2-x "ly=2-x

%2 _8x=0 [X(X—-4)=0 [x=0oux=4 [x=0 Xx=4
{yzz_x ;{y=2—x ;{y=2—x ;{yzzou{yz—Z'
On trouve deux points dintersection : {C(0 , 2)| et [D(4 , —2)].

I

Exercice n°5 page 285 Déterminer une équation de droite ou de cercle
- Voir le savoir-faire, page 263.

Méthode :

Pour tous les ensembles qui peuvent étre caractérisés par une condition d'orthogonalité ou de distance, on obtient
aisément une équation en écrivant :

Il faut toutefois se placer dans un repére orthonormé.

soit la nullité d'un produit scalaire ;
soit 'égalité vérifiée par une norme.

Dans un repére orthonormé (O ; T, j) on donne la droite I) d'équation 2x — 5y + 3 =0 et le point A(-1 ; 6).

1) Déterminer un vecteur directeur de .

2) Déterminer une équation de la perpendiculaire & 1) passant par le point A.

3) Déterminer une équation du cercle I' de diameétre [AB] avec B(1 ; 1).
4) Justifier que ' et I) a sont tangents.
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5
1) Ladroite ) a pour vecteur directeur U(Z) .

2) La perpendiculaire A & {) passant par le point A a U pour vecteur normal.

1% anethede - 2° méthode :
A a une équation du type 5x + 2y + ¢ = 0.

'IZ\/I_I\(/); ;UyZaoppartient a A si, et seulement si : A(-1 ; 6) appartient & A, alors 5(—1) + 2 x 6 + ¢ = 0,

soit ¢ = 7.
soit(x+1)x5+(y—-6)x2=0,

ou encore : 5x + 5+ 2y —12 =0, A a pour équation [5x + 2y = 7).
oo B2y =T]

3) M(x;y) e I équivaut a : AM.BM =0, soit (x + 1)(x — 1) + (y — 6)(y — 1) = 0, ou aussi x2 +y2 — 7y +5=0.

Le cercle de diametre [AB] a pour équation X2 + y2 —-7y+5=0|.

(2N
4) AB(_S) et AB.U=2x5+(-5)x2=10-10=0.

(AB) est perpendiculaire & 1) en B, donc I et I) sont tangents.
2 1] DdUC .

Le plan est rapporté a un repére orthonormé.
3) Déterminer une équation du cercle de centre A(2 ; 3) et de rayon 3.

4) Déterminer l'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que : X2 + y2 —4x + 6y —-3=0.
3) M(x;y) appartient au cercle si, et seulement si, AM?2 = 9, soit (x — 2)2 +(y- 3)2 =9;

donc on obtient : x2+y2—4X—6y+4=0 .

4) L'équation s'écrit : (x — 2)2 +(y+ 3)2 =16 ; C'est | le cercle de centre K(2 , —3) et de rayon 4.

o

Exercice n°6 page 285
On consideére les points A(-1 ; 1), B(0 ; 3) et C(3 ; —1), dans un repére orthonormé (O ; 7, ).
1) Démontrer que le triangle ABC est rectangle.
2) Déterminer une équation du cercle circonscrit au triangle ABC.
3) Déterminer une équation de la tangente a ce cercle en A.
1) AB(Z), AC(iz), donc AB.AC =1x4+2(-2)=4-4=0.
Le triangle ABC est rectangle en A.
2) Comme ABC est rectangle en A, alors son cercle circonscrit a pour diamétre [BC].

1% miéthede : 2° méthode :
) ) o Le centre du cercle est le milieu | de [BC] et a pour coordonnées
M(x ; y) appartient au cercle circonscrit a 3 BC 9+16 &
ABC si, et seulement si : BM.CM =0, (5 , 1), son rayon est == =~——=7.
soit : x(x—=3)+(y-3)(y+1) =0, » ’
2. 92 . 4 Lo 3 2_(2
ou encore : |x© + y — 3x— 2y = 3. Dot son équation : (x5 | +(y-1)"=(5] ,
soitx2—3x+%+y2—2y+ lz%, ou aussi x2+y2—3x—2y=3 .

3) M(x;y) appartient a la tangente a ce cercle en A si, et seulement si, AM. Al’ =0, soit :

(x+1)><g+(y—1)><0=0, ou encore : X +1=0.

Une équation de la tangente a ce cercle en A est .
Exercice n°7 page 285
Dans un repére orthonormé (O ; T, J), on considére I'ensemble € d'équation : X2 + y2 — 2x + 3y = 0.
Démontrer que €. est un cercle dont on déterminera le rayon et les coordonnées du centre Q.

2 2 2

x2+y2—2x+3y=0équivauté : (x—1)2—1+(y+g) —%zo,soit : (x—1)2+(y+g) =(@) .

€. est le cercle de centre O ( _?) et de rayon 5@ .
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Exercice n°10 page 285
Dans un repére orthonormé (O ; T, ), on considére la droite I) d'équation x + 2y — 5 = 0 et le point A(—Z : _73)
Déterminer une équation du cercle de centre A tangent a .
2

e Ladroite I a pour vecteur directeur U(_l).

Le cercle €. de centre A est tangent a I) en H tel que (AH) L ), soit AH.T = 0, ou encore :

(XH+2)><2+(yH +g)x(—1)=0

S _
2XH “Yyt 5= 0
4XH—2yH +5=0.
x=0
. : Lo I XT2y=5=0 ,_{5x=0 _

Les coordonnees de H sont donc les solutions du systeme : { AX—2y+5=0" soit 1) o 4 2y_5=01 { y :g .

« Le rayon du cercle de centre A tangent a I) est AH = \/22 +42 = \[20 = 2\[5.
2

« Une équation du cercle de centre A tangent a 1) est donc : (x + 2)2 + (y + g) = (2\/3)2, soit :

x2+4x+4+y2+3y+%=20, ou encore x2+y2+4x+3y=54—5 .

X€E B N°92 PAage .

Déterminer une équation du cercle :
a) de diametre [AB] si A(2;2) et B(6; 8) ; b) de centre A(5 ; 2) et passant par O.
a) En écrivant que AM.BM = 0 on obtient : (x — 2)(x —6) + (y — 2)(y — 8) = 0, soit : X2 + y2 —8x—10y +28=0|.
b) Le cercle a pour rayon OA. On obtient : X2 + y2 —10x— 4y = 0.
Exercice n°97 page 278

Déterminer I'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que X2 + y2 +x-2y=0.

Coupe de pouce : On mettra I'équation sous la forme (x — a)2 +(y— b)2 = R2,

2 2
x2+y2+x2y=0équivauté:(x+%) %+(y1)21=0,soit:(x+%) +(y—1)2:%.

L’'ensemble cherché est le | cercle de centre | (71 , ) etderayonR = 1? .

Exercice n°98 page 278

On considere le cercle d'équation : X2 + y2 —4x+2y-5=0.

1) Déterminer son centre et son rayon.

2) Déterminer les points d'intersection de ce cercle avec I'axe des abscisses.

1) x2+y2 _4x+2y-5=0équivauta: (x—2)2 -4+ (y+1)2 -1 -5=0, soit : (x—2)% + (y + 1)2 = 10.
Le cercle a pour centre est | 1(2, —1)| et pour rayon .

2) Poury =0, I'équation du cercle devient : X2 _4x - 5=0.
4+6

A =16+ 20 = 36, cette équation admet deux solutions % =-]1et > =5,

Le cercle coupe I'axe des abscisses en | A(-1, 0)] et [B(5 , 0)].

5 APPLICATION AUX FORMULES DE TRIGONOMETRIE
5.1 Formules d'addition du cosinus et du sinus

PROPRIETES 9

Pour tous réels a et b on a les formules :

1) cos (a—b)=cosacoshb+sinasinb 3) sin(a—b)=sinacosb-sinbcosa
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‘2) cos (a+b) =cosacosb-sinasinb 4) sin(a+b)=sinacosb +sinb cos a

Démonstration de la formule 1) :
On considere un repére orthonormé direct (O ; I, J) et deux vecteurs U et V,

de norme 1, tels que : (OI', ) = b (2n) et (OI', V) = a (2n). A
_(cosb _[cosa . . . /
e Onadu sinb / €tV sina /) alors U.V=cos b cos a + sin b sin a. X ]
¥ v\ |a
e Par la relation de Chasles on sait que : 4' \ /
(T, V)= (U, O+ (OrI',v)=(0rI', V) - (OrI',t) =a-b (2n) ! 0

d'ou U.V =1 x 1x cos (U, V) =cos (a—Db).

On obtient I'égalité : cos (a —b) = cos a cos b + sin a sin b. \ /

Exemple :
n_ (nm no m,omom_\2+4/6
cos 12 = oS (3 4) cos X 3 cos = 4 +sinZ 3 sin = 4 2 .
Exencise.nﬂlﬂ_p.agiZﬁE
En remarquant ue +E= i déterminer les lignes trigonométriques de — i uis celles de —= i
q q 3 4 12 g g q 12" p 12
n_ m)_ .1 E-E-E_lﬁii_ 2-+/6
cos T cos (3 4) cos 3 cos 4 —sin 3 sin 1°2%7 > 2 .
sm7—ﬁ—3|n(7E E)—sm—cos—+sm—cosﬂz 3x£+ 2x% 6+y2

12 34 34 473 2 2 2

Sn._  Tn 5u_  In_|\6-+2 5u_ . Tn_|\6++2
Comme12 rc—lz,onacos12 cos12 etsm12 sm12 4 .

SN

o

. , , 21 A\
Soit x un reel. Démontrer que : coS X+ cos | X +—- |+ cos | x +— | =0.

3 3
" . ) 27 . An
Calculer de méme : sin X + sin x+? + sin x+?.
= o5 v cos (&5  cos(x+ )
e S =c¢0s X+ Ccos x+? + Ccos x+?
S—cosx+icosx—sinz—nsinx+;1cosx—sin4—nsinx
- 2 3 2 3 )
CAn o 2n_ 3
Or sin 3 =-sin— 3 5

d'ol S =cos x —cos x = 0.

o S'-sinx+sin(x+2—)+sm(x+4—n)
- 3 3

S'=sinx+isinx+5@cosx—lsinx+_—\Ecosx.

2 2 2 2
S'=sinx—sinx=|§|.
5.2 Formules de duplication du cosinus et du sinus

PROPRIETES 10

Pour tout réel a on a les formules :

2 24 3) cos2a=1-2sina

2) cos 2a=2cos2a—1 4) sin2a=2sinacos a.

1) cos 2a = cos“ a—sin

Piste de démonstration :

Ecrire cos 2a = cos (a + a), puis utiliser : cos?a+sinfa=1 pour 2) et 3).
Remarque :
Il peut étre utile dans certains cas, de savoir inverser les formules avec cos 2a :
2 _1+cos2a ., .o _1-—cos?2a
cos“a=——,—etsincfa=——,—.

2 B 2
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Exercice corrigé : Utiliser les formules de duplication et d'addition

. 4T 3¢
1) Enremarquant que 2 x X g™ Z déterminer: a) cos E; b) sin g . Ji2 g
* T
3 3 &
2) En déduire les valeurs de : a) cos gn b) sin ?n -
.8
0
ol "~ T " T
Solution : Méthode :
1) a) En utilisant la formule de duplication du cosinus, Ccos 2a s'exprime au choix en fonction de sin
cos2a=2cos?a—1eten posant a ==, on obtient : alou cos a. . . .
8 C'est utile lorsqu'on veut €crire une
T 2T expression en fonction d'une seule ligne
cos 4 = 2 coS i 1; trigonométrique.
c2_, om 2m_2+\2
soit : > =2 cos 8—1 Donc : cos 8= 1 -
+
Comme 0 < = <—, onacos = > 0 et donc : cosﬁ=ﬂ.
8 2 8 8 2
b) P btenir sin & tilise = sin E = 2 sin Z cos & Attention ! Deux résultats peuvent se
) Pour obtenir sin = g on utilise : sin 7= 2 sin o cos o . présenter sous des formes trés
T différentes, mais étre identiques :
= 2 Ainsi, en multipliant « haut et bas » par
d'ou : sin= = = : 2 _[?
2005% 22 +4[2 \/2\/§onobtient:sing=12E.
2
) a) %ﬁ =g % En utilisant les formules d'addition, on obtient :
cosB—n—c (n n) = C0S 2 x COS = + Sin= x sin = .
8 2 8 2 8 2 8"

3n n n, e o 3w N2
soit : cos8-0><cos8+1><sm8,douc058—sm8— 5 .

s .y T -
Remarque : On retrouve la formule déja vue pour les angles associés : cos (E a) =sina.

3n e T,
b) De la méme fagon, on écrit : sin — = sin (2 8) =sin = 5 % cos = 8 _sinZ g * cos 5

8
et on obtient : sin %n = COS g = @ .

En utilisant les formules de duplication et d'addition, exprimer cos 3x en fonction de cos X, et sin 3x en fonction de sin x.

e Ona:cos3x=cos (2x +X) = cos 2x cos X — sin 2x sin X, donc comme cos 2x = 2 cos? x — 1 et sin 2x = 2 cos X sin X,
on a alors :
cos 3x =
(2 coszx—l) COS X — 2 Sin X €0S X Sin X =

3x—cosx(1+23in2x)

2

2 cos

2 3

et enfin comme sin“ x = 1 — cos4 x on obtient : cos 3x =[4 cos® x — 3 cos X|.

e De méme, on obtient : sin 3x =|—4 sin3 x + 3 sin x|.
Exercice n°17 page 265
Soit X un réel de [0

\6 +1/2

} vérifiant : sin x = )

3
> -
2) En déduire la valeur de 2x, puis celle de x, et calculer cos x.

1) C052x:1—25in2x:1—2x6+2122+2=1—(1+52E):_23.

12

1) Montrer que cos 2x =
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2) Comme 2x € [0 ; «] et cos 2x:_—\2@, alors 2x= etx=.

Enfin comme X e [0 J alors :

COS X = 1 sin? \/ +_2\@ 8 — 2\/_2 \/8 3 \/ =Vl \/2;/5_\/6;\/5

Exercice n°20 page 267 Résoudre une équation trigonomeétrique
Résoudre dans [0 ; 2x] I'équation cos 2x = sin X.

e COS 2X =sin X équivaut a : e On ramene I'équation
1-25sin? x = sin x trigonométrique a une
) ] _ équation du second degré
2sin“x+sinx-1=0 d'inconnue « sin X » en
2X2+X-1=0en posant sin x = X. choisissant la formule de
Cette équation du second degré a pour discriminant A =1 + 8 = 9 et donc deux duplication adéquate, ici :
-1+3_1 -1-3 cos 2x =1 —2sin? x.

solutions réelles : X1 = 5 et Xo == =-1.

4 T2 e On « lit » les solutions sur le
_ , . 1 . le tri Strique.
1I suffit donc de résoudre dans [0 ; 2x] : sin X == ou sin x = -1. cercle trigonometrique

2
Y
sinleetXe[0;2n]équivauté:x=Eoux=5—n. 5u J =
2 6 6 = PN E
sinx=-1etx e [0; 2x] équivauté:x=32—n. _________ (27 _;“
, . ., . . n 5t 3n ¥ X
L'ensemble des solutions de I'équation cos 2x = sin X est 6'6 2
________ e
2

Exercice n°24 page 271[sXeA I}

Pour chacune des questions suivantes, au moins une réponse est correcte.

2
1) Dans un repere orthonormé, U(Z) et

1 a) 6 b) 3 c) 2
V’( 5 ) alors U.V =

1) [d].

2) Dans un repére orthonormé, 5 1
[0 +v]| =5, |[t]| = 2 et |V]| = 4 a) U.V=y b) ||[t-V|[=5 <) cos(U, V)=7
alors :

2) [al.

3) ABCD est un losange de centre O AO2 AC2 _AC2
alors : OA.DC = a) —— b) —/— <) —

2 4 4

3) [d.

4) Dans le A
triangle ABC VAN
suivant : / 3 \ a) AB.AC =3 b) AB=5 c) AB.AH=9

2 H 3 B

4) [aetd].

5) Si ABC est un triangle et | le milieu
du segment [BC], alors :

5) [b].

N A AT s A NS O

6) Si AB.AC = AB.AD, alors : a) AC =AD b) C=D c) AB.CD =0

6) [d.

Dans les questions 7), 8) et 9), on se place dans un repére orthonormé (O ; I, J).

a) ABAC=2AI2+BC2 | b) AB2-AC2 ¢) ABZ+AC2=BC?
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7) Cy{l
[ -: — ~N_2 ~_3
W 3= a) AB.AC =6 b) cosA—g C) cosA—g
al [o| 1 ]
|

7) [aetd.

8) Une équation de la droite passant par
A(3; 2) et perpendiculaire a la droite @) 2x+y-8=0 b) x-2y+2=0 ¢) x-2y+1=0
d d'équation 2x +y -3 =0est :

8) [dl.

9) A(-1;-2), B(3;0). Soit € le cercle ' a) ‘€ a pour équation
) (. ‘) (3:0) ) pour €q b) DO 1)< €
de diametre [AB]. x2+y2—2x+2y—3=0 x2+y2—2y—9=0

9) [aeth].
[P LA WY Vrai ou faux ?

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1) Si U et V sont colinéaires, alors U.v= ||| x [|V]|.
2) Si U et V sont des vecteurs tels que U + V et U — V sont orthogonaux, alors U et V ont la méme norme.

3) A et B sont deux points distincts du plan. L'ensemble des points M du plan tels que MAZ_ MB2 = 0 est un cercle.
4) Dans un repére orthonormé, le cercle d'équation X2 + y2 —6Xx — 2y — 6 =0 et la droite d'équation y = x + 2 sont

c) € a pour équation

tangents.
5) Sicosa= % alors cos 2a = % :
6) Pour tout réel x, cos? x sin? x = cos 2x.

1)
2) |Vrail.
3) [Faux].

4)

5) [vrail.

6) [Vrail.

Déterminer la bonne réponse.

L. 1
Sisinx ==, alors :

71
N NE] _6 _4
sin 2x = 5 - cosx-7. COSZX—49.
T T _
cos(6+4)—
3[6+3[2 3[6—3[2 312
4 ’ 4 : 4 '
2 . w2 _. 1_48 . [48_4[3 NE
coscx=1-sin“x=1 49—49,d0uCOSX—\/:9— 7 Ou COoS X = 7 -
o o 4B 1_+83
sin2x=2cosxsinx==2 7 X379 -
2
=1 — in2 =1 _ l) - __j;.::éz
cos2x=1-2sin“x=1 2><(7 1 49°-19

Réponse [].

cos(E+E)=cos£cos£—sin£sin£=£x 2_1)( 2: 62
6 4 6 4 6 4 2 2 2 |

Réponse |£|

H. Rorthais (Lycée Polyvalent du Sacré Ceur a Nantes) http://www.sacrecoeur.nantes.e-lyco. fr]



1° S - programme 2011 -mathématiques - ch.8 - cahier éléve Page 26 sur 26

Ondonnecosx:Metx [2 ,0}

2
. /2 + .
1) Démontrer que sin x = —\@ , puis calculer sin 2x et cos 2x.

2) En déduire la valeur exacte de 2x, puis celle de x.

1) _ _ —
. Ona:sin2x=1—coszx:1—2 4\/§=2+4\/§etxe[g,o}doncsinxz—\@.

e SiN2Xx=2siNnXCOSX= _—\Q

2
. c052x=2c052x—1=2><2—_4\é—1= _—\ZQ
2) On en déduit que 2x = _?Tn , car 2x € [-m ; 0], puis x = _%n
Exercice n°17 page 265

: E} vérifiant : sin x = M .
2 4
2) En déduire la valeur de 2x, puis celle de X, et calculer cos X.

2
1) C032x=12sin2x=12(M) =12><6+2\1/61_2+2=1 8+4\/§ (1+£)

4

2) Comme 2x € [0 ; ] et cos 2x = —\E , alors 2x = etx—l %ﬂz 5—n.

Soit x un réel de [0

1) Montrer que cos 2x =

2 12

Enfin comme X e [0 } alors cos x > 0 et donc :

cos x = \[1_sinZ x \/ 6+231[é2+ \/8 N12 \/8 Nl \/ 3 _ \/22\/5_\/64\/5'

Exercice n°8 page 285 Utiliser les formules de duplication

- Voir le savoir-faire, page 265.

1) Enremarquant que 2 x — T déterminer les lignes trigonométriques de 2=

12 6 12°
1in 1ln
2) En déduire les valeurs de cos 12 et sin o
T_ RS 2
1) Onacos 6 cos (2 X 12) 2 Ccos 12 1,
om _1 _;(@ )_2+3[3 T T 2+ 3
donc cos 12 2(cos6+1)—2 5 +1|= ) or C0s 12>0 donccos = .
Comme sin —= > 0, on en déduit sm— 1 — cos? 1—2+\/§ \/5 N2 3 .
12 12 2
2) cosll—n-cos( lj-—cosl-_ 2+N3
12 12) 12 2 |
smll—n—sm( l)-sm— 23
12 12 12 2 ’
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