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& Ch.3 : Fonctions de référence

FONCTIONS DE REFERENCE DEJA CONNUES
1.1 Les fonctions affines

Une fonction affine f est une fonction définie sur IR par : f (X) = ax + b, ou a et b sont deux réels fixés.

Remarques :
e Sib=0, l'expression de f est f (x) = ax et f est une fonction linéaire.

e Sia=0, l'expression de f est f (X) = b et f est une fonction constante.

PROPRIETE 1

On considere la fonction affine f définie sur IR par : f (X) = ax + b, ou a et b sont des réels donnés.
e Si a est positif, la fonction affine f est croissante sur IR.

e Sia est négatif, la fonction affine f est décroissante sur R.

e La courbe représentative de f dans un repére du plan est une droite.

e Sia>0: e Sia<0:
X — 00 + o0 X — o0 + oc
oy L e

1.2 La fonction carré

La fonction carré est la fonction f définie sur IR par : f (x) = 2.

PROPRIETES 2

o La fonction carré est décroissante sur ] ; 0] et croissante sur [0; +oo]. X |—x 0 + o0
//v
x2 \\\\\\‘ O’///
¥

e La courbe représentative de la fonction carré s'appelle une parabole.
Dans un repere orthogonal du plan, elle est symétrique par rapport a I'axe des 7
ordonnées. -

1.3 La fonction inverse

La fonction inverse est la fonction f définie sur R \ {0} par : f (x) =% .

PROPRIETES 3

e La fonction inverse est décroissante sur chacun des intervalles ]-—o ; O[ et

X ~
[0 +ool. 1 \ \
X
, . L Y|
e La courbe représentative de la fonction inverse s'appelle une hyperbole. |\
Dans un repere du plan elle est symétrique par rapport a l'origine. H \,\ y= %
T 10 1 Ba] bl
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Exercice corrigé : Utiliser les variations des fonctions de référence

1) Justifier que, pour tout réel x <0, on a % <X

2) Conjecturer, a I'aide de la calculatrice, I'ordre entre x2 et % pour tout réel x strictement

positif.
3) Démontrer cette conjecture en utilisant les variations des fonctions carré et inverse.
Solution : (a7 | Méthode :
. 1 . Y2=1/H ' ‘| Un réel non nul n
1) Six <0, alors = est négatif et x? est b f’/’ U eel.non nd etf on .
X : T .| inverse sont de méme signe ;
positif ; un carré est toujours positif.
1 ——
donc:;<0<x2. -
n=.t =2 &

2) La position relative des deux e  Lorsqu'une courbe J est au-dessus d'une courbe #, pour un x
courbes sur la calculatrice donné, 'ordonnée du point sur J est supérieure a 'ordonnée du
permet de conjecturer que : point sur P : les positions relatives de leurs courbes permettent de
lorsque 0<x<1, on a 1. X2 comparer les deux fonctions.

! X - I

1 e ['observation de I'écran ne permet de voir qu'une partie des
et lorsque x> 1, on a X <2 courbes, on ne peut donc pas étre sir de chaque inégalité sur tout
l'intervalle considére.

3) L'image de 1 par la fonction inverse est égale a 1 G = ), comme l'image de 1 par la fonction carré

(12 = 1). Donc le point de coordonnées (1 ; 1) est commun aux deux courbes.

La fonction carré est croissante sur ]0 ; 1] ; o Deux réels positifs et leurs carrés sont rangés dans
donc, six € ]0; 1], X* < 12, le méme ordre.
La fonction inverse est décroissante sur [0 ; 1] ; o Deux réels strictement positifs et leurs inverses
. . 1.1 sont rangés dans l'ordre contraire.
donc, six € ]0; 1],;2?

Ainsi, lorsque x € 10 ; 1), % >1 > x? et donc % > X2,

Sur l'intervalle [1 ; +oo[ la fonction carré est croissante et la fonction inverse décroissante ;
: 1.1
dong, si x € [1; +oo[, X% > 12 et <7

Finalement, on obtient lorsque x € [1 ; +oof : %< X?. La conjecture est prouvée.

2 LA FONCTION RACINE CARREE
2.1 Défini

DEFINITION 4

La fonction racine carrée est la fonction f qui a tout réel positif (ou nul) x associe sa racine carrée, c'est-a-dire le
réel positif (ou nul) qui a pour carré x.

La fonction racine carrée est définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par : f (x)= \/X.

PROPRIETE 4

La fonction racine carrée est croissante sur , — \
I'intervalle [0 ; +ool.

Démonstration :
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Soit deux réels a et b tels que 0 < a < h. On veut comparer \/a et \/b.

(Va—b)(a++b)

Pour cela, on calcule leur différence : \/a —/b = Ja\b

On utilise lidentité remarquable (x — y)(x + y) = X2 — y? pour obtenir : \/a— \/5-\/- N

Comme a < b, alors a — b est négatif et \/5 + \/_b est positif en tant que somme de deux réels positifs.
Ainsi, avec la regle des signes d'un quotient, on obtient : \/5 - \/_b <0, ou encore \/5 < \/l_)

Les images \/5 et \/_b sont rangées dans le méme ordre que les nombres positifs a et b de départ, d'ou la
croissance de X — \/;( sur [0 ; +ool.

Exercice corrigé : Utiliser la fonction racine carrée

1) Déterminer I'ensemble D formé des réels x pour lesquels I'expression \/—x? + x + 2 est définie.

2) On appelle f la fonction définie sur D par : X —\/-x? + X + 2.
a) Conjecturer, a l'aide de la calculatrice, I'existence d'un extremum pour f.

b) Montrer que la fonction x — —x? + x + 2 admet un maximum en une valeur que I'on
précisera.

c) Démontrer la conjecture émise en a).

Solution : Méthode :
1) Pour que cette expression soit définie, il faut et il suffit que —x? + x + 2> 0. La fonction racine carrée
On calcule le discriminant : A =12 — 4 x (-1) x 2= 9. est definie sur [0 ; +oo[.
A . +
Comme A > 0, le trindme —x2 + x + 2 a deux racines : X, = {—23 =2etx {2 £ =-1.
On peut alors conclure : D = [-1; 2]. e SiA>0, alors ax? + bx + ¢ est du signe de a pour toutes
les valeurs de X, sauf celles situées entre les deux racines.
2) a) Avec la calculatrice, il semble que (=7 |
f admet un maximum en 0,5 et P1=IC"R"2eKe2)
que ce maximum vaut 1,5. . . ) .
b) Lafonctionx —— —x2+x+2est | . g . .| Une fonction polynéme de degré 2
« d'abord croissante, puis . ;r,r’“' (_“‘\ :| est « d'abord croissante, puis
décroissante », donc elle admet décroissante » quand a < 0.
un maximum. L A W 8
1 Le sommet de la parabole représentant une
Ce maximum est atteint en 5 et vaut . A 2
2( 1) 2 fonction trindbme x —— ax* + bx + ¢ a pour
12 1, . b
_(5) 4 > +2 =225, abscisse oa
c) D'aprés b), pourtoutx € [-1;2],0ona: La fonction racine carrée est croissante sur
BTG Bt 1 [0 ; +oo[, donc des nombres positifs et leurs
o 2 < ! = ’ Y 7 7 a
KR 2.5 2,2 CIE JEGRITES AR VETTES 2l X 2" racines carrées sont rangés dans le méme

D'ol : pour tout X € [-1; 2], \/-X% + x + 2 <~/2,25. ordre.

Ainsi, pour toutx e [-1;2],ona: f(x) <15 avecf @) =1,5, ce qui prouve la conjecture émise en

a).

PROPRIETES 5

e Si0<x<1,alors: x2<x<A[x.

e Six>1alors: Ax<x<x2

Démonstration :
Voir la démonstration a I'Activité 2, page 48.
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Conséquence : Positions relatives des courbes représentatives des fonctions : X —— X, X —— X2 etx ——/[x

. , . a YA
e Sur l'intervalle [0 ; 1], la courbe représentant la fonction carré est ; -
. z o o n | y
en-dessous de la droite d'équation y = X, qui est elle-méme en- 1 :
dessous de la courbe représentant la fonction racine carrée. 4
e Surl'intervalle [1 ; +oo[, les positions de ces trois courbes sont 1
inversées. J 1 B
T T ‘+ b T T T T T T T T
O 1
Remarques :
e Sur la figure, les points de coordonnées (0 ; 0) et (1 ; 1) sont communs aux trois courbes.
(Voir le probleme 100, p. 71.)
e On avu que si un nombre appartient a l'intervalle [0 ; 1], il est supérieur a son carré, et inférieur a sa
racine carrée... !

3 LA FONCTION VALEUR ABSOLUE

3.1 Définition et notation

La fonction valeur absolue est la fonction f définie sur IR par :

e six2>0,alorsf(x)=x;
e six<0,alorsf(x) =—x.

NOTATION

La valeur absolue d'un nombre réel x se note | X | .
On adonc: | x| = x si X est positif et | X | = —X si X est négatif.

Conséquences :
1) Pour tout nombre réel X, |x| >0.

2) x| =0 équivaut a x = 0.

3) Deux nombres réels opposés ont la méme valeur absolue : pour tout nombre réel x, | x| = |x].

4) Deux nombres réels ont la méme valeur absolue si, et seulement si, ils sont égaux ou opposés :
X| = |y| équivaut a X =y ou X =-y.

5) Pour tout nombre réel x, \/x_2 = |x]|.

Démonstration :
Voir les démonstrations a l'exercice 63, page 65.

3.2 Variations et représentation graphique

e La fonction valeur absolue est décroissante sur ]-o ; 0] et croissante sur X |- 0 +wx
[0 ; +oo]. fi56
x| \ 0 /
p . . . , . ; yi
e La représentation graphique de la fonction valeur absolue est la réunion de y=|x|
deux demi-droites. 1 /
,/T -
= e P = S e R
o] 1
1

Démonstration :
La fonction x —— —x est une fonction affine décroissante et la fonction x —— x une fonction affine croissante.
D'ou le tableau de variations et la représentation graphique ci-contre.
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Remarque :

Dans un repere orthogonal, la représentation graphique de la fonction valeur absolue est symétrique par
rapport a I'axe des ordonnées.

PROPRIETES 7

. z . . . . , M 0 I
e Six est un nombre reel et M le point d'abscisse X sur une droite graduee de -
repére (O ; 1), alors OM = | x| . X Ix| 0 1
. . o . B o I A
e Siaetb sont deux réels, A et B les points d'abscisses respectives a et b A
d'une droite graduée, alors : AB= |a—b| = [b—al. b lb-al 0 L a
Remarque :
Si a est un nombre réel, et r un nombre réel positif, l'intervalle [a —r ; a + r] est a-r a a+r
formé de tous les réels x qui sont a une distance de a inférieure ou égale a r. * * *
Ainsi:Xe[a—r;a+r]équivauté|X—a|£r. L L

Exercice corrigé : Résoudre un probléme de distance en utilisant la valeur absolue

Sur une droite graduée, les points A et B ont pour abscisses A - ’f
respectives -5 et 3. -5 0 3
On cherche a déterminer tous les points M de la droite vérifiant : AM > 2 BM.

M désigne un point variable sur la droite graduée ; on appelle x son abscisse.

1) Le point O appartient-il a I'ensemble recherché ?
2) Exprimer les distances AM et BM en fonction de X, en utilisant la valeur absolue.

3) a) Ecrire AM en fonction de x sans utiliser la valeur absolue, en distinguant les cas x< -5 et
X =-b.

b) Ecrire de méme BM en fonction de x en distinguant deux cas.
4) Quel est I'ensemble des points M de la droite vérifiant AM >2 BM ?
Solution : Méthode :

1) AO=|-5-0]| =5etBO=|3-0| =3; donc2BO =6 et AO<2BO.
Le point O n'appartient donc pas a I'ensemble recherché.

2) On exprime les distances AM et BM a l'aide de la valeur Soit a et b deux réels, A et B les points
absolue : d'abscisses respectives a et b d'une droite
AM = |x—(5)| = [x+5| etBM = |x—3]. graduée ; alors AB= |a—b| = |b—al.

3) a) [x —0 -5 +oo | Si X0, alors | X] =X

X+5 - 0 T Six<o0, |X| =-X.
|x+5] —x-5 0 Xx+5
b) | x —00 3 +00
X—3 — 0 T+
|x-3] x+3 0 X—3

4) On doit résoudre l'inéquation (1) : [x+5] >2]x—3]. On écrit I'inéquation sans valeurs absolues

On est ainsi amené a étudier trois cas : en distinguant plusieurs cas.

e Six<-5, (I) équivaut a -x —5>2(-x + 3), ou encore a x > 11.
X < -5 et x > 11 étant incompatibles, ce cas ne donne pas de solution.

e Si-5<x<3,(l)équivaut a x + 5> 2(—x + 3), ou encore a 3x > 1, soit a X 2% ;

d'ou l'intervalle des solutions E , 3}

e Six>3, (I) équivaut a x + 5> 2(x — 3), ou encore a x < 11 ; d'ou l'intervalle des solutions [3 ; 11].
Bilan : les points M de la droite vérifiant AM > 2 BM sont ceux  On prend la réunion des ensembles de
} solutions trouvés pour les différents cas.

dont I'abscisse appartient a l'intervalle E , 11
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