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2
@ 4° - programme 2007 - mathématiques - ch.6 - cours Page 1 sur 7

Dans tout le chapitre, les entiers considérés sont naturels.

1

H. Rorthais (Lycée-College N.D. de 1’Abbaye a Nantes)

SUITES ARITHMETIQUES

DEFINITION 1

On dit qu'une suite u est arithmétique si, a partir de son premier terme, chaque terme est obtenu en ajoutant au
précédent un méme nombre.

Ainsi, il existe un réel r tel que pour tout entiern, u_,, =u_+r. Up Uy u; S u, Up 41
Le nombre r est appelé raison de la suite arithmétique u ; il est égal g il o e %7

a la différence entre deux termes consécutifs quelconques :
pour tout entiern, r=u_,,-u_.

Exemples :
1) Lasuite {1;3;5;7;...} des entiers impairs, de terme général u_ = 2n + 1, est une suite arithmetique de

premier terme 1 et de raison 2.

2) La suite v de terme général v, = n? n'est pas une suite arithmétique.
En effet, vy=0; v, =1; v, =4, ... : pour passer d'un terme au suivant, on n'ajoute pas toujours le méme

nombre.

Soit u une suite arithmétique de raison r.
Alors pour tout entier n, U, =u, +nxr.

Plus généralement, pour tous entiers p et k, u,=u,+ (p-k)xr.

Démonstration :
A partir de u, , on obtient u_ en ajoutant n fois la raison : U, =U,+r+r+..+r=u, +nxr.
Onaalorsup=u0+p><retuk=u0+er.
Doncup—uk=u0+pxr—uo—erz(p—k)xr, soitupzuk+(p—k) r.

Soit u une suite arithmétique de raison r.

e Sir>0, lasuite u est strictement croissante.
e Sir<0, lasuite u est strictement décroissante.

e Sir=0, lasuite u est constante.

Démonstration :

Voir la démonstration a I'exercice 35, page 183.
La démonstration du théoréme est trés simple : v est égal a la différence entre deux termes consécutifs

qguelcongues.

=

ustration :
Graphiquement, les points de coordonnées (n ; un) appartiennent a la droite d'équation y = U, *+ rx. Son coefficient

directeur est r.

Si r > 0, la fonction affine E / Si r <0, la fonction affine 4
X —— U, *+ X est croissante : . // X —— Uy + rx est .8 1’
les termes sont de plus en plus 1 & . décroissante : les termes sont \:;.\{*
grands. ¢ b AR de plus en plus petits. | N -
“ ‘ N\ 3 Indice
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Exercice corrigé : Démontrer qu'une suite est, ou n'est pas, arithmétique

Les suites suivantes sont-elles arithmétiques ? Si oui, déterminer le premier terme et la raison.
1) Pour tout entier n, u_ =7-4n.

2) Pour tout entier n, v =n’- 1.
3) Pour tout entier n, w_ = (n + 1) -2,

Solution : Méthode .

1) u;=7-4x0=7;u =7-4x1=3;u,=7-4x2=-1 e Avant toute chose, calculer les trois
premiers termes de la suite pour

Il semble que la différence entre deux termes consécutifs : ,
conjecturer le résultat.

soit —4, donc indépendante de n.
Pour tout entiern:u_ ., —u =[7-4(n+1)]-(7-4n)=4. « Pour démontrer qu'une suite u est

La suite u est arithmétique de premier terme u, = 7 et de arithmetique, on prouve que la différence

raison 4. !Jn r1” u. est constante, c'est-a-dire
indépendante de n.
2) v, = 0P — =l v, = 12-1=0; v, = 22_1=3, e Pour démontrer qu'une suite u n'est pas
Onav.—v. =1 différent de v. — v. = 3. arithmétique, il suffit de trouv,er un
oo -2 1 exemple montrant que la différence entre
Donc la suite v n'est pas arithmeétique. deux termes consécutifs n'est pas
constante.
3) Onaw,=1;w, =3;w,=5:la différence entre deux termes consécutifs semble constante et égale a 2.
Pour tout entier n : w_,, —w_=[(n+2)?— (n + 1)?] - [(n + 1)? — n?].

En développant, on trouve : w_, , —W =2,
Donc la suite w est arithmétique de premier terme W, =1 et de raison 2.

2 SUITES GEOMETRIQUES

On dit qu'une suite u est géométrique si, a partir de son terme initial, chaque terme est obtenu en multipliant le
précédent par un méme nombre.
Ainsi, il existe un réel q tel que pour tout entier n, u,,=Uu, xa.

Le nombre q est appelé raison de la suite géométrique u. U U up 7 . Uy Masq

Dans le cas ou la suite u ne s'annule pas, q est égal au quotient de deux W W \x'q)' \ﬂ
termes consécutifs quelconques :
u
q =—*L (réel fixé indépendant de I'entier n). xq"
n
Exemples :

1) Lasuite{1;2;4;8; ...} des puissances de 2, de terme général u_ = 2", est une suite géométrique de
premier terme 1 et de raison 2.

2) Lasuite v de terme général v, = (n + 1)? n'est pas une suite géométrique.
Eneffet,vozl;v1=4;v2=9,
Pour passer d'un terme au suivant, on ne multiplie pas toujours par le méme nombre.

Soit u une suite géométrique de raison g non nulle. Alors pour tout entier n, u_ = u, x g".
Plus généralement, pour tous entiers p et k, u =u,x Pk

Démonstration :
A . - - - . . . —_ — n
A partir de u, , on obtient u_ en multipliant n fois par la raison : u =uy x g x @ x ... xq=U;x ("
OnaalorsuIO Uy x g” etu, =u, xg".
Uy

u
k :
—_X - X p = p—k
Comme q =0, uo—qk,alorsup—quq,50|tup—uk><q .
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Soit g un réel non nul.

e Sig>1, lasuite (Q") est strictement croissante.

e Sig=1, lasuite (Q") est constante égale a 1.

e Si0<q<1,lasuite (q") est strictement décroissante.

e Sig=0, lasuite (Q") est constante égale a 0, a partir du rang 1.

e Sig<0, lasuite (Q") n'est pas monotone.

Démonstration :
Voir la démonstration a I'exercice 54, page 185.

Illustration :
Graphiquement, a I'aide de la calculatrice :
Sig>1 Sio<qg<1 Sig<o0
u=1.2"n ) =0.8"n u=C-1.3)"w
[ _ - E
i ) . . T *
n={X w»=y_ .. . o Gk »=l )
K=1 ¥=1.3 =1 ¥=.8 i=1 =-1.3

Exercice corrigé : Démontrer qu'une suite est, ou n'est pas, géométrique

Les suites u, v et w sont-elles géométriques ? Si oui, en donner le premier terme et la raison.

On conjecture que pour passer d'un terme au suivant, on multiplie par% .

Pour tout entiern, u_ ., = 5;3 1= % (5—5) = % u .

La suite u est géométrique de premier terme u, = -2 et de raison % .

1.y 4., 16
b) vo——l,v1—27,v2—729.

On conjecture que pour passer d'un terme au suivant, on multiplie par % .
La suite v est a termes strictement positifs. On a pour tout entier n :
\" 22n +2 33n 22 4

_n+1l S _<& _ %
Vn _33n+3X22n_33_27'

La suite v est géométrique de raison 24—7 et de premier terme v, = 1.

c) wonf;Wl:?;WZ:Jf.
On constate que I'on ne multiplie pas toujours par un méme

géométrique.

H. Rorthais (Lycée-College N.D. de 1’Abbaye a Nantes)

. _2 2n _ _
Pour tout entier n : a) u,= 5n i b) v, = 3 €) Wy, 5 =-W,+3etw,=-4.
Solution : Méthode :
_2_-2_ 2. U = 2 2. . _2_=2 Avant toute chose, on calcule
a) U= 01 <Mt T LT s les trois premiers termes.

Pour démontrer qu'une suite u
est géométrique :

on exprime u, , ; sous la forme

qxu,;

si les termes sont non nuls, on

. un Al
prouve que le quotient o
n
est constant, c'est-a-dire
indépendant de n.

Pour démontrer qu'une suite u n'est pas
géomeétrique, il suffit de trouver un

nombre pour passer d'un terme au suivant : la suite w n'est pas  €X€mple montrant que le quotient de deux
termes consecutifs n'est pas constant.

http://rorthais.math. free. f.
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3 CALCULS DE SOMMES DE TERMES CONSECUTIFS

Soit un entier naturel n non nul. Alors la somme des n premiers entiers non nuls est :
+
1+2+3+...+n=00%1)

2
Démonstration :
On dispose cote-a-cote des rectangles de largeur 1 et de hauteur 1, 2, 3, ..., n, de 1
facon a obtenir la surface bleue, et son symétrique la surface verte. 2
L'aire de chaque surfaceest : 1 +2+3+ ... +n. 4 %
Or la réunion des surfaces verte et bleue est un rectangle de c6tés n et n + 1. n
Donc:2x(1+2+3+...+n)=nx(n+1); doul le résultat. nl(n+1
4
3
2
1
n
Exemples :
1) 1+2+3+...+10=%=55.
2) 10+11+...+50=(1+2+3+...+50)—(1+2+3+ ... +9)=50;5179X210=1230.

Remarque :

Pour tout entier n > 1, lasomme 1+ 2 + 3 + ... + n est entiére.

Le théoréme ci-dessus permet ainsi d'affirmer que n(n+ 1) est toujours entier. Ce qui se justifie aisément par
ailleurs : comme les entiers n et n + 1 sont consécutifs, I'un des deux est pair ; le produit n(n + 1) est donc un
nombre pair.

Soit un entier naturel n non nul et g un réel différent de 1.

n+1
Alors : 1+q+q2+...+q"=1—_.|1iq—.

Démonstration :

OnposeS=1+q+q*+...+q"

OnaqgqxS=q++¢+...+q"* %
Ensoustrayant : S—qxS=(1+q+?+...+q)—(q+g?+... +q"* 1.
En annulant les sommes de termes opposés : S—qxS=1-q"*?.

_ant1l
D'ot (1-q)xS=1-q"*%, et comme q= 1, on obtient:Szu—.

1-q
Remarque :
Danslecasolq=1,onapourtoutentiern>1:1+q+q+...+q"=1+1+1+...+1=n+1.
Exemples :
1__211
1) 1+2+22+"'+210:ﬁ=2047'
1 11
1.1 1 1 1 1_@ 2111 1023
S+S+ . +=== =+t |-1=—_1= ==
2) 3ttt oW (“2 210) ! L1 210 - 1024
2
On peut aussi calculer cette somme en factorisant par% :
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1
1-—
1.1 +i—lx(1+l+i+ +l)—lx 20 _210-1_1028
2 22 7 w2 2°22 2% 2n 10 210 T1024”
2

Exercice corrigé : Calculer des sommes

1) Calculer les sommes suivantes: a) S=3+7+11+...+203.
b) S=11+22+44+ ... +360 448.

2) Quelle est la somme des multiples de 7 compris entre 100 et 2 000 ?

Solution :

1) a) Les termes de la somme sont les termes consécutifs de
la suite arithmétique de premier terme 3 et de raison 4.

Comme7=3+4x1,..et203=3+4 x50,
S=3+(B3+4x1)+B8+4x2)+... +(3+4x50).

DouS=3+3+..+3+4x(1+2+...+50).

b) Les termes de la somme sont les termes consécutifs de

Comme 22 =11 x 2, ... et 360 448 = 11 x 215,
S=11+11x2+11x22+ ... +11x2%,
D'ouS=11x (1+2+2%+ ... +2%),
1-21
1-2

Donc S = 11 x =11 x (26— 1) = 720 885.

Il faut calculer la somme S =105 + 112 + ... + 1 995.

Comme 1995=105+7 x 270 :
S=105+(105+7)+(105+7 x 2) + ... + (105 + 7 x 270)
S=105+105+...+105+7x (1 +2+ ... +270)

Donc S = 105 x 271 + 7XM= 284 550.

La somme cherchée est 284 550.

4 APPROCHE DU COMPORTEMENT A L'INFINI

la suite géométrique de premier terme 11 et de raison 2.
on utilise I'expression de chaque terme en fonction du
premier terme u, et de la raison q : u_ = U, x q";

Méthode

On identifie la nature de la suite mise jeu
avec son premier terme et sa raison.

Pour calculer une somme de termes
consécutifs d'une suite arithmétique :
on écrit chaque terme en fonction du premier
terme u, et de la raison r :

u,=Uy+rxn;
on regroupe les termes identiques et on
factorise au maximum ;

DoncS=3><51+4><50>2<51=5153- onutiIiseIaformuIe:1+2+3+...+n=mn;—12.

Pour calculer une somme de termes
consécutifs d'une suite géométrique :

on factorise par u, ;

on utilise la formule :

n+1

1-q , pour g # 1.

2) Le premier multiple supérieur a 7 est 105 et le dernier inférieur a 2 000 est 1 995.

La suite utilisée est une suite arithmétique de premier terme 105 et de raison 7.

Soit u une suite arithmétique de raison r non nulle.

e Sir>0, lasuite u diverge vers +o0 : lim u_ = +oo.
n— +oo

e Sir<Q0, lasuite u diverge vers +o0 : lim u_=—oo.
n— +oo

Démonstration :

Soit u une suite arithmétique de raison r = 0.

Son ternie général est : u. = U, + N xT.
1000 - u,
r 7

e Sir>0, u,>1000 dés que n>

10 000 - u,

u.>10 000 des que n >

M—-u

Plus généralement, pour tout réel M, u > M dés que n >

H. Rorthais (Lycée-College N.D. de 1’Abbaye a Nantes)

0 . .
: la suite u diverge vers +oo.
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1000 u,

e Sir<Qo, ’
v

u, <-1000 des que n> W <

M-u
- . R 0
Plus géneralement, pour tout reel M, u, <M des que n >

=

ustration :

Graphiquement, a I'aide de la calculatrice :

c2

pourr=1,5et Uy = -1 u=-1+1.5%n

u <-10 000 des que n >

pourr=-letu,=2:

r

~1000-u,

: la suite u diverge vers —oo.

Soit g un réel différent de 1.

e Sig>1, lasuite (q") diverge vers +o : lim " =+oo.

n— +oo

e Si-1<q<1, lasuite (q") converge vers O : Iinl q"=0.
n— +oo

e Sig<-1, lasuite (q") diverge et n'admet pas de limite.

Démonstration :

Ce théoréme est admis.

Illustration :

Graphiquement, a I'aide de la calculatrice :
pour=0,7: u=(=.21"n

=z

b
4=3 ¥=-343

pourg=14: u=1.49"n

Y=2.244 T

Exemple :

Soit u la suite géométrique de premier terme 3 et de raison —-0,5.
Pour tout entier n, u, =3 x (-0,5)".

Comme -1<q<1, lim (-0,5)"=0.
n — +owo

Donc la suite u converge vers 0.

Numériguement, a l'aide de la calculatrice ou d'un tableur, on a::
lu | <0,001 dés que n>12;

lu | <10 dés quen>21;
| u, | < 10712 dés que n > 42.

H. Rorthais (Lycée-College N.D. de 1’Abbaye a Nantes)

pour g =-0,7 :

u=(0.723"*n

pourq=-1,3:

¥=-2.197
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Exercice corrigé : Examiner le comportement a l'infini

Soit U la suite arithmétique de raison 0,8 et de premier terme u, = -10.
Soit v la suite géométrique de raison 1,2 et de premier terme v, = 2.

Soit w la suite géométrique de raison % et de premier terme w, = 5.

1) Déterminer les limites des suites u, v et w.

2) Déterminer le rang a partir duquel : a) u >10°; b) v <-10°%; <) |Wn | <10°;
Solution : Méthode :
1) e« Lasuite u est arithmétique de raison r =0,8, doncr >0.  Pour déterminer la limite d'une suite
La suite u diverge donc vers +oo : lim u_ = +oo. arithmétique, on examine le signe de sa
n = e raison (positif ou négatif).
e Commel2>1, lim 1,2" = +oo. Pour déterminer la limite d'une suite géométrique
N = o0 de raison g, on détermine d'abord le comportement a

l'infini de la suite (q") en regardant si q est :
- supérieural;
- comprisentre-1letl;
- inférieur a —1.
Le terme général de la suite v est v, =-2x ,2)". Puis on prend en compte le premier terme

En multipliant par —2 (négatif), on obtient une suite v qui 9 1 SUite.

diverge vers —o : lim v_= 0.
n—+o N

n
o Comme71<§<1, lim (3) =0.

4 n~>+oo4

n
Le terme général de la suite w est w_ = 5 x (—) .

4
En multipliant par 5, on obtient une suite w qui converge vers 0 : Iinl w, =0.
n — +oo
2) a) Leterme général de uest:u =-10+0,8xn. Pour déterminer un rang a partir
) . i 105+ 10 duquel u > 10°, on peut, par
On résout : —10 + 0,8n > 10° équivalenta : n> T , € exemple :
a:n>1250012,5, ol n est un entier. - si Cest possible, resoudre
Donc u_ > 106 dés que n > 1 250 013. algébriquement l'inéquation ;
02 >
b) La suite v est décroissante, car pour tout entier n, - sinon, utiliser les variations de la
Vop,—V, = —0,4(1,2)", donc Vo,V < 0. ZLytte u _et IaI callculatrlf_i pour N
Il suffit de trouver un rang N tel que »__ |ulny € _e;ﬁrmmer S EO%S petit rang
vy, < —10° : 72 convient. EE 55:5:: VI=ALEIE Hy = £0%
Alors pour tout entier n> 72, on a 69 -£.BES
6 70 “?E5
v, <-10° g =
b3 :
u(n)=-1004804, 2
: L . _-5 3\ n_ |un
c) La suite w est decroissante, car pour tout entier n, w_,, —w_= 2 %\a) 51 2 iE6
gg 1.6E :i
doncv, ,, -V, <O. £ éﬁi’
1l suffit de trouver un rang N tel que |W| < 107 : 54 convient. gg g_E.'[?_?
Alors pour tout entier n>54, ona |w/| <10°®. U(nI=8, 9593C6E -7
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